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o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=b

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



ST Motivation
Motivation (1/2)

o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=b

o Methode: direkte Losung z.B. mit GauB-Elimination

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 3/ 64



ST Motivation
Motivation (1/2)

o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=b
o Methode: direkte Losung z.B. mit GauB-Elimination

@ Schwierigkeiten:

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 3/ 64



ST Motivation
Motivation (1/2)
o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=b
o Methode: direkte Losung z.B. mit GauB-Elimination

@ Schwierigkeiten:
Rechenzeit bei groBen Systemen

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 3/ 64



ST Motivation
Motivation (1/2)

o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=b

o Methode: direkte Losung z.B. mit GauB-Elimination

@ Schwierigkeiten:
Rechenzeit bei groBen Systemen

Es werden zur Losung eines Systems mit n Unbekannten ca. 2n3/3
Rechenoperationen bendtigt.

(n — 1 Schritte mit je 2(n — k)? Operationen).
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ST Motivation
Motivation (1/2)

o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=0b

@ Methode: direkte Lésung z.B. mit GauB-Elimination

@ Schwierigkeiten:
Rechenzeit bei groBen Systemen
Es werden zur Losung eines Systems mit n Unbekannten ca. 2n3/3
Rechenoperationen bendtigt.
(n — 1 Schritte mit je 2(n — k)? Operationen).
Bei einem heute iiblichen PC (4 Ghz CPU) bedeutet dies:

Unbekannte | Rechenzeit
1000 | 0.2 Sekunden
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Es werden zur Losung eines Systems mit n Unbekannten ca. 2n3/3
Rechenoperationen bendtigt.
(n — 1 Schritte mit je 2(n — k)? Operationen).
Bei einem heute iiblichen PC (4 Ghz CPU) bedeutet dies:
Unbekannte | Rechenzeit

1000 | 0.2 Sekunden
10 000 | 2.8 Minuten

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 3/ 64



ST Motivation
Motivation (1/2)

o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=0b

@ Methode: direkte Lésung z.B. mit GauB-Elimination

@ Schwierigkeiten:
Rechenzeit bei groBen Systemen
Es werden zur Losung eines Systems mit n Unbekannten ca. 2n3/3
Rechenoperationen bendtigt.
(n — 1 Schritte mit je 2(n — k)? Operationen).
Bei einem heute iiblichen PC (4 Ghz CPU) bedeutet dies:

Unbekannte | Rechenzeit
1000 | 0.2 Sekunden
10 000 | 2.8 Minuten
100 000 | 1.9 Tage
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ST Motivation
Motivation (1/2)

o Aufgabe: Ldsen eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Ax=0b

@ Methode: direkte Lésung z.B. mit GauB-Elimination

@ Schwierigkeiten:
Rechenzeit bei groBen Systemen
Es werden zur Losung eines Systems mit n Unbekannten ca. 2n3/3
Rechenoperationen bendtigt.
(n — 1 Schritte mit je 2(n — k)? Operationen).
Bei einem heute iiblichen PC (4 Ghz CPU) bedeutet dies:

Unbekannte | Rechenzeit
1000 | 0.2 Sekunden
10 000 | 2.8 Minuten
100 000 | 1.9 Tage
1 000 000 | 5.3 Jahre
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@ GroBe Gleichungssysteme treten auf
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» Modellierung (CAD-Modell aus MeBdaten, Computertomographie)
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@ GroBe Gleichungssysteme treten auf

» Modellierung (CAD-Modell aus MeBdaten, Computertomographie)
» Simulation (Verformung, Alterungsprozess)
» Optimierung (Formanpassung)

@ Die Fragestellung bendtigt meist keine exakte Losung
(Eingabedaten fehlerbehaftet, Herstellungsprozess ungenau)
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@ GroBe Gleichungssysteme treten auf

» Modellierung (CAD-Modell aus MeBdaten, Computertomographie)
» Simulation (Verformung, Alterungsprozess)
» Optimierung (Formanpassung)

o Die Fragestellung benoétigt meist keine exakte Losung
(Eingabedaten fehlerbehaftet, Herstellungsprozess ungenau)

@ Idee: Schrittweise Ann3dherung an die Ldsung
Verwendung eines Verfahren, das aus einer Naherungslosung y eine
verbesserte Naherungslésung z bestimmt mit |z — x| < |y — x| und
dazu wenige(r) Rechenoperationen bendtigt.
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Einfiihrung Motivation
Motivation (2/2)

@ GroBe Gleichungssysteme treten auf

» Modellierung (CAD-Modell aus MeBdaten, Computertomographie)
» Simulation (Verformung, Alterungsprozess)
» Optimierung (Formanpassung)

o Die Fragestellung benoétigt meist keine exakte Losung
(Eingabedaten fehlerbehaftet, Herstellungsprozess ungenau)

@ Idee: Schrittweise Ann3dherung an die Ldsung
Verwendung eines Verfahren, das aus einer Naherungslosung y eine
verbesserte Naherungslésung z bestimmt mit |z — x| < |y — x| und
dazu wenige(r) Rechenoperationen bendtigt.

@ Bedingungen an das Verfahren:

> Ist die Lésung x erreicht, wird diese nicht mehr veridndert (Konsistenz)
» Wird das Verfahren mehrfach verwendet, werden die Veranderungen
immer kleiner (Konvergenz)
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

Lineares Gleichungssystem:

a1,1x1
an1xi
a3,1X1

dan,1X1

++ +

a1 2xo
a2 2x2
az2xo

an,2X2
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+ + +

a1,3x3
a2,3X3
a3 3x3

dn,3X3

+ o+ +

Numerik2

+ 4+

a1,nXn
az nXn
a3 .nXn

an,nXn

Lineare Gleichungssysteme

by

b3
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

Lineares Gleichungssystem:

ailxy =
aixy +
aixy1 +
apn1xy +

by
3222
aspxo

dan,2X2

_l’_

aipxo
a2,3X3
a33x3

dn,3X3

_l’_

_l’_

a1,3x3

Auflésen der ersten Gleichung nach xg
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Lineares Gleichungssystem:

X1 =
aixy +
aix1 +
ap1xy +

(b1
az 2xo
az 2xo

an,2X2

_l’_

a1 2xo
a2,3X3
a3 3x3

dn,3X3
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Lineares Gleichungssystem:

X1 =
a2xXa =
aixy1 +
ap1xy +

(b1
b
as 2xo

dan,2X2

_l’_

_l’_

a1,2x2
a2 1XxX1
a3,3X3

dn,3X3
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Lineares Gleichungssystem:

X1 =
ago2XxXp =
aixy1 +
ap1xy +

(b1
b
as 2xo

dan,2X2

_l’_

_l’_

a1,2x2
an 1xi
a3,3X3

dn,3X3
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

Lineares Gleichungssystem:

X1 = (bl
x2 = (b

az1xy + az2xe

an1X1 + an2x2

_l’_

_l’_

a1,2x2
an 1xi
a3,3X3

dan,3X3

— a313X3
— a23X3

_l’_

Auflésen der zweiten Gleichung nach x
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Jacobi-Verfahren

Lineares Gleichungssystem:

X1 = (bl
x2 = (b

az1xy + az2xe

an1X1 + an2x2

_l’_

_l’_

a1,2x2
an 1xi
a3,3x3

dan,3X3

Auflosen der k—Gleichung nach xj
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— ainXn)/aii
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

Lineares Gleichungssystem:

x1 = (b1 — aipx2 — a13x3 — -+ — ainpXs)/ai1
X2 = (b2 — 32’1X1 — 32,3)(3 — PPN —_ 327nxn)/32’2
x3 = (b3 — azix1 — a2x2 — -+ — a3nXp)/az3
Xn = (bn — dnlX1 — dp2X2 — -+ — 2n7n71Xn,1)/an’n
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

x = (b — a2 — a3xs — - — aeXn)/ain
X2 = (b2 — 32’1X1 — 32,3)(3 — PPN —_ 327nxn)/32’2
x3 = (b3 — az1x1 — a2x0 — -+ — a3pXp)/as3
Xn = (bn — dnlX1 — dp2X2 — -+ — 2n7n71Xn,1)/an’n

Ersetzt man auf der rechten Seite x, mit y
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

x1 = (b1 — aipy2 — a3y3s — -+ — arnyn)/a1
xo = (bo — axiyi — ax3ys — -+ — aynyn)/az2
x3 = (b3 — a31y1 — as2y2 — -+ — a3nYn)/a33
Xn = (bn — daplylr — an2y2 — -+ — a,,7,,,1y,,,1)/a,,,,,

Ersetzt man auf der rechten Seite x, mit y
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

x1 = (b1 — a2y — ai3ys — -+ — aiayn)/ain
xo = (bo — apiyi — ax3ys — -+ — aynyn)/az2
X3 = (b3 — as1yr — a2y — - = a3,n)/n)/a3,3
Xp = (bn — daplylr — an2y2 — =+ — an,nflynfl)/an,n

Ersetzt man auf der rechten Seite x, mit y
und auf der linken Seite x, mit zj
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

z1 = (b1 — a1pp — ai3ys — - — aiay¥s)/ai
2 = (b — a1y1 — a3y3s — - — ainyn)/an
7z = (b3 — az1y1 — a3, — - — a@avn)/a33
zp, = (bn — danplylr — ap2y2 — 0 — an,nfl}/nfl)/an,n

Ersetzt man auf der rechten Seite x, mit y
und auf der linken Seite x, mit zj
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

Iterationsvorschrift y — z

z1 = (b1 — a2 — ai3ys
2 = (b — ay1 — a3n3
z3 = (b3 — az1y1 — a2
Zn = (bn — anlyl1 — an2)2

Ersetzt man auf der rechten Seite x, mit y

und auf der linken Seite x, mit zj

erhdlt man das lterationsverfahren von Jacobi

(Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851)

M. BoBle (Uni Stuttgart)
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ai,nyn)/ai1
a2.nyn)/a2,2
a3 nyn)/as3

an,nfl}/nfl)/an,n

Lineare Gleichungssysteme
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Jacobi-Verfahren Herleitung

Jacobi-Verfahren

Iterationsvorschrift y — z

z1 = (b — a1pyp — a3z — - — arayn)/ann
z = (b — @11 — a3y3s — - — anyn)/an
zz3 = (b3 — a31y1 — a3, — - — a@avn)/a33
zp, = (bn — anplylr — ap2y2 — =+ — an,nfl}/nfl)/an,n

Nach der Herleitung ist klar, dass das Verfahren konsistent ist.
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Jacobi-Verfahren

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax = b
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax =
(D+A-D)x = b

o

Aufteilung der Matrix A in eine Diagonalmatrix D und eine Restmatrix A—D
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Jacobi-Verfahren

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax = b
(D+A-D)x = b
Dx+(A-—D)x = b

Ausmultiplizieren
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax = b | Dx = b—(A—D)x
(D+A-D)x = b
Dx+(A—D)x = b

Subtraktion von (A — D)x auf beiden Seiten der Gleichung
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax
(D+A—D)x
Dx + (A— D)x

oo o

Dx
D~ 1Dx

—(A—-D)x
“1(b—(A-D)x)

Multiplikation mit der inversen D~! der Diagonalmatrix
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax = b Dx = b—(A- D)X
(D+A-D)x = b |DDx = D7(b-(A-D)x)
Dx+(A—D)x = b x = D7lb—D~ (A D)x

Ausmultiplizieren
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax =
(D+A-D)x =
Dx+ (A—D)x =

Ausmultiplizieren

M. BoBle (Uni Stuttgart)
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b—(A—-D)x

D~Y(b— (A— D)x)
D1b— DY(A— D)x
Db~ (D~1A— D1D)x
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax
(D+A—D)x
Dx + (A— D)x

Ersetzen des Produkts D~1D mit der Einheitsmatrix E
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax =
(D+A-D)x =
Dx+ (A—D)x =

o o

Dx
D~ 1Dx

X X X

b—(A—-D)x

D=Y(b— (A— D)x)
D1h— DY(A— D)x
Db~ (D~1A— D1D)x
D1h— (DA — E)x

(E-D*A)x+ Db
—_— N~

Q P

Umstellung der Terme und Einfiihrung neuer Bezeichner

M. BoBle (Uni Stuttgart)

Numerik2
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Jacobi-Verfahren Matrixformulierung

Jacobi-Verfahren in Matrix-Form

Lineares Gleichungssystem:

Ax =
(D+A-D)x =
Dx+ (A—D)x =

o o

Lineares Iterationsverfahren y — z:

M. BoBle (Uni Stuttgart)

Dx =

D 1Dx =
X =

X =

X e

X =
z=Qy+p

Numerik2

b—(A—-D)x

D=Y(b— (A— D)x)
D1h— DY(A— D)x
Db~ (D~1A— D1D)x
D1h— (DA — E)x

(E-D*A)x+ Db
—_— N~

Q P

Lineare Gleichungssysteme
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Jacobi-Verfahren

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster lterationsschritt y—z: z=Qy+p

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Jacobi-Verfahren

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster lterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster lterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:
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Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster lterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

zZ=y
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Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster lterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

Z—y=Qy+p—y

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 7/ 64



Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster Iterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

z2-y=Qy+tp—y=Qz+p—z

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 7/ 64



Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster Iterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

27 =Qy+p—y=Qz+p—z= Qz+p—(Qy+p)
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Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster Iterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

32—y =Qy+p—y = Qz+p—z= Qz+p—(Qy+p) = Qz—Qy
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Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster Iterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

Z—y=Qy+p—y=Qz+p—z=Qz+p—(Qy+p) = Qz—Qy = Q(z—y)
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Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster Iterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

Z—y=Qy+p—y=Qz+p—z=Qz+p—(Qy+p) = Qz—Qy = Q(z—y)

Falls alle Eigenwerte von Q betragsmaBig kleiner 1 sind gilt:

2=yl <l|z—yl.
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Jacobi-Verfahren Konvergenz

Konvergenz eines linearen lterationsverfahrens

Erster lterationsschritt y—z: z=Qy+p
Zweiter lterationsschritt z=y — z : zZ=Qy+p

Vergleiche Verdnderungen:

Z—y=Qy+p—y=Qz+p—z=Qz+p—(Qy+p) = Qz—Qy = Q(z—y)

Falls alle Eigenwerte von Q betragsmaBig kleiner 1 sind gilt:

2=yl <l|z—yl.

Ein lineares lterationsverfahren konvergiert, wenn der groBte Betrag aller
Eigenwerte der Iterationsmatrix Q (Spektralradius) kleiner als 1 ist.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 7/ 64



HELCTRYEGEL N Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Eine Matrix heiBt strikt diagonaldominant, falls in jeder Zeile der Betrag

des Diagonalelements groBer als die Summe der Betrdge der anderen
Elemente ist, d.h. falls

akkl > D lawel, k=1,....n
/=1
04k
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HELCTRYEGEL N Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Eine Matrix heiBt strikt diagonaldominant, falls in jeder Zeile der Betrag

des Diagonalelements groBer als die Summe der Betrdge der anderen
Elemente ist, d.h. falls

akkl > D lawel, k=1,....n
/=1
04k

Das Jacobi-Verfahren zur iterativen Anndherung an die Lésung x eines

linearen Gleichungssystems Ax = b konvergiert, falls die Matrix A strikt
diagonaldominant ist.
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Jacobi-Verfahren Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Eine Matrix heiBt strikt diagonaldominant, falls in jeder Zeile der Betrag
des Diagonalelements groBer als die Summe der Betrdge der anderen
Elemente ist, d.h. falls

n

|3kl > Z lake|l, k=1,...,n
(=1
04k

Das Jacobi-Verfahren zur iterativen Anndherung an die Losung x eines

linearen Gleichungssystems Ax = b konvergiert, falls die Matrix A strikt
diagonaldominant ist.

Bemerkung:

Dieses Kriterium ist hinreichend fiir die Konvergenz — nicht notwendig.

Es gibt auch andere Matrizen, fiir die das Jacobi-Verfahren konvergiert.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 8/ 64



Jacobi-Verfahren

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix
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Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
013 7 2
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Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
013 7 2

Iterationsmatrix:
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Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
013 7 2

Iterationsmatrix:

Q=E—-D'A

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 9 /64



Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
01 3 7 2
[terationsmatrix:
1 00
Q=E-D'A=|0 10
0 01
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme
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Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
01 3 7 2
[terationsmatrix:
1 00 1/3 0 0
Q=E-D'A=|0 10 | - 0 1/3 0
0 01 0 0 1/3

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 9 /64



Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
013 7 2
[terationsmatrix:
1 00 1/3 0 0 310
Q=E-D'A=010 |- 0 1/3 0 1 31
0 01 0 0 1/3 013
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
013 7 2
[terationsmatrix:
1 00 1/3 0 0 310
Q=E-D'A=|010 |- 0 1/3 0 1 31
0 01 0 0 1/3 01 3
1 00 1 1/3 0
=({010]-(13 1 1/3
0 01 0o 1/3 1
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
013 7 2
[terationsmatrix:
1 00 1/3 0 0 310
Q=E-D'A=|010 |- 0 1/3 0 1 31
0 01 0 0 1/3 01 3
1 00 1 1/3 0 1 010
=({010]-(13 1 1/3 =-3 1 01
0 01 0o 1/3 1 010

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 9 /64



Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
013 7 2

Iterationsmatrix:

Q:E—D*A:—%

o = o
_ o
o = O

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 9 /64



Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
01 3 7 2
[terationsmatrix:
010
Q=E-D'A=-2|10 1
010
p=D71b
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme
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Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (1/3) - Iterationsmatrix

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
1 3 1 |x=151], Loésung x=1| 1
01 3 7 2
[terationsmatrix:
010
o 1
010
1
1
p=D"1h= 3l 8
7
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme
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Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

1 010 1 1
Q=—§ 1011, P:§ 5 |, y=
010 7

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

1 010 1 1 0
Q:—§ 1 01 , p:§ 5 , Y= 0
010 7 0

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

1 010 1 1 0
Q:—§ 1 01 , p:§ 5 , Y= 0
010 7 0

z = Qy+p

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

1 010 1 1 0
Q:—§ 1 01 , p:§ 5 , Y= 0
010 7 0

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

1 010 1 1 0
Q=- § 1 01 , p= § 5 , Y= 0
010 7 0
1/3
z = Qyt+p=p=|5/3
7/3
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme
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Jacobi-Verfahren

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

[0 10 e 0
Q=-5| 101 ], p=x|5] y=[0
10 7 0

1/3
z = Qy+p=p= (5/3) =y
7/3

1 01 0 1/3 1/3
3 = —-| 101 5/3 |+ | 5/3
3( 10>(7/3) (7/3)

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

(010 1/3 1/3 —2/9
3 = —-|101 5/3 |+ [ 5/3 | = 7/9
(i) () (32)- ()

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 10 / 64



Jacobi-Verfahren Beispiel

Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

[0 10 e 0
Q=-5| 101 ], p=x|5] y=[0
10 7 0

N

N

N

1/3
= Qy+p=p= (5/3)

M. BoBle (Uni Stuttgart)

1
0
1
1
0
1

7/3

0 1/3 1/3 —2/9
1) (5/3)+ (5/3) ( 7/9) =y
0 7/3 7/3 16/9
0 -2/9 1/3

i) ()

0 16/9 7/3

Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 10 / 64



Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (2/3) - Iteration

1 010 1 1 0
Q:—§ 1 01 , p:§ 5 , Y= 0
10 7 0

1/3
Qy+p=p= (5/3>
7/3

N
I

L [0 10\ (13 1/3 ~2/9
5= —z|1o01 ]3|+ ]|= 709

(ea))-(2)- ()
) L[0 10 [ -2/ 1/3 2/27
5= (101 779 |+ | 53 | = 31/27

3(010)(16/9) (7/3) (56/27)
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 11 / 64



Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

|z = x|
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

o 9

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 11 / 64



Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+4+1
lz—x| = % =/2/3
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+4+1
lz—x| = 1/% =/2/3

2 = x|
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+4+1
lz—x| = —5 =/2/3
PR (ET B

B 81
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+ 4+1
lz—x| = —5 =/2/3
Fox - 4+£+4 _ Jim

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 11 / 64



Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+ 4+1
lz—x| = —5 =/2/3
Fox - 4+£+4 _ Jim
1z — x|

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 11 / 64



Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+4+1
lz—x| = —5 =/2/3
1z —x|] = 1/4—:# = \/4/27
Box] = 44+16+4
B 729
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+4+4+1
lz—x| = ”T =/2/3
- [4+4+4
’Z—X’ = 8—1 :\/4/27
= 4+16+4
Z2—x| = \/—729 = /8/243
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Bz
Beispiel zum Jacobi-Verfahren (3/3) - Fehlerbetrachtung

1/3 -2/9\ 2/27 0
z=| 53 |,2=| 7/9|,%=|3121|,x=|[1
7/3 16/9 56,27 2

Fehler der Naherungen:

1+4+1

lz—x| = 1/% =/2/3
44444

Z-x = 1/+8_1+ — \J4/27

< 44+16+4

z—x| = 4/ i e G \/8/243

729
In jedem Schritt wird der Fehler um den Faktor 3 reduziert.
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[terations-Abbruch

@ lteration sollte abgebrochen werden, wenn die Lésung genau genug
bestimmt ist, d.h. wenn

|z — x| < tol.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Bz
[terations-Abbruch

@ lteration sollte abgebrochen werden, wenn die Lésung genau genug
bestimmt ist, d.h. wenn

|z — x| < tol.
@ x im Allgemeinen nicht bekannt, daher Abbruch wenn

|z —y| < tol
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Bz
[terations-Abbruch

@ lteration sollte abgebrochen werden, wenn die Lésung genau genug
bestimmt ist, d.h. wenn

|z — x| < tol.
@ x im Allgemeinen nicht bekannt, daher Abbruch wenn

|z—y| <tol = |z —x| < c-tol.
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Bz
[terations-Abbruch

@ lteration sollte abgebrochen werden, wenn die Lésung genau genug
bestimmt ist, d.h. wenn

|z — x| < tol.
@ x im Allgemeinen nicht bekannt, daher Abbruch wenn
|z—y| <tol = |z —x| < c-tol.

¢ héngt von Iterationsmatrix ab; ¢ < 10, falls Spektralradius < 9/10.
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Bz
MATLAB-Programm fiir Jacobi-Verfahren

function [z,Q,p,error,iter]=jacobi(A,b,ystart,tol,maxiter)

% Ermitteln der Iterationsparameter
d=diag(A) ;p=b./d;Q=eye(size(A))-diag(l./d)*A;

% Setzen der Startwerte
z=ystart;error=2xtol;iter=0;

% Iteration durchfiihren
while ((error > tol) & (iter< maxiter))
iter=iter+1,;
y=z;
z=Q*y+p;
error=norm(z-y) ;
end

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 13 / 64



GauB-Seidel-Verfahren

GauB-Seidel-Verfahren

Jacobi-Verfahren

nn = (bh —
z = (b —
zz = (b3 —
zp = (b —

M. BoBle (Uni Stuttgart)

ai2y2
a21)1
a3,1y1

an1y1

a1,3y3
a23y3
as2y2

an2)2

Numerik2

ai1,nyn)/ai1
axnyn)/az2
33’,,)/,,)/33,3

an,n—l}/n—l)/an,n



LSHEIETnE
GauB-Seidel-Verfahren

Jacobi-Verfahren

z1 = (b1 — a2» — a3yz — -+ — ain¥n)/ain
2 = (bz — a21yr — a3y — - — az,nyn)/az,z
z3 = (b3 — az1y1 — a2y, — -+ — asnYn)/ass
Zn = (bn — anlylr — an2y2 — - — an,n—l}/n—l)/an,n

Werden beim Jacobi-Verfahren die Koordinaten zj, zp, .., z, der Reihe nach
berechnet, so kann bei der Berechnung von z fiir die erste Koordinate statt
dem alten Wert y; bereits der neue Wert z; verwendet werden.
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GauB-Seidel-Verfahren

z1 = (b — a2y — a3z — - — araya)/ann
7z = (b — a1z — ag3ys — -+ — ayayn)/ a2
zz = (b3 — a1 — a2, — 0 — a3nYn)/a33
Zn = (bn — anlyl1T — an2y2 — - — an,n—l}/n—l)/an,n

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



LSHEIETnE
GauB-Seidel-Verfahren

z1 = (bi — a12y» — a3yz — -+ — ain¥n)/ain
2 = (b — a1z — ax3ys — - — axnyVn)/azp
z3 = (b3 — az1y1 — a2y2 — - — asnVn)/ass
Zn = (bn — anlylr — @an2y2 — - — an,n—l}/n—l)/an,n

Entsprechend konnen bei der weiteren Berechnung von Werten immer die
bereits bestimmten verwendet werden.
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LSHEIETnE
GauB-Seidel-Verfahren

GauB-Seidel-Verfahren:

nn = (bh —
z = (b —
z3 = (b3 —
z, = (b —

M. BoBle (Uni Stuttgart)

ai2y2
a2121
a3,121

an121

a1,3y3
a23y3
a3,222

an,222

Numerik2

al,n)/n)/al,l
axnyn)/az2
33,n)/n)/33,3

an,n—lzn—l)/an,n

Lineare Gleichungssysteme
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LSHEIETnE
GauB-Seidel-Verfahren

GauB-Seidel-Verfahren:

z1 = (b1 — a2 — a3y — - — aua)/a
z = (b2 — a1z1 — a3ys — 0 — &)/
z3 = (b3 — 483141 — a2z — 0 — 33,,,)/,,)/33’3
Zn = (bn — apl1Z1 — anppZy — - — an,n—lzn—l)/an,n

Teilt man die Matrix A in eine Diagonalmatrix D, eine linke Dreiecksma-
trix L und eine rechte Dreiecksmatrix R auf, A = L+ D + R, so hat die
lterationsmatrix des GauB-Seidel-Verfahrens die Form Q = —(L + D) !R.
Diese Matrix wird aber zur Durchfiihrung der Iteration nicht bendtigt.

Das Verfahren ist fiir parallele oder vektorisierte Berechnung nicht geeignet.
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LSHEIETnE
GauB-Seidel-Verfahren

GauB-Seidel-Verfahren:

z1 = (b — a2 — aizys — -+ — arays)/ana
2 = (b2 — a1z21 — ax3ys — - = 327nyn)/a272
73 = (b3 — as31Z21 — az2z — - — 33,,,)/”)/33’3
zy = (by — an1z1 — anpz2 — -+ — apnp-1Zn-1)/ann

Das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert fiir alle Matrizen A, fiir die auch
das Jacobi-Verfahren konvergiert, insbesondere fiir strikt diagonaldominante
Matrizen.

AuBerdem konvergiert es auch fiir symmetrische Matrizen A, wenn diese nur
positive Eigenwerte haben.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 14 / 64



Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration
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Bz
Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0
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Bz
Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0

721 = (b1— a1y, —ai3y3)/a1n
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0

131 |x=(5], y=1{o0

01 3 7 0
71 = (bh—a1pp —a13y3)/a11=(1—-1-0—0-0)/3
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0

zZ1 = (bl —dai12y2 — 8173y3)/8171 = (1 —-1-0-— 0-0)/3 = 1/3
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0

1/3

zZ1 = (bl —dai12y2 — 8173y3)/8171 = (1 —-1-0-— 0-0)/3 = 1/3
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0

1/3

zZ1 = (bl —dai12y2 — 3173y3)/3171 = (1 —-1-0-— 0-0)/3 = 1/3

z = (by—ax1z1 — a23y3)/a22
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=[5], y={o0
01 3 7 0

1/3

zZ1 = (b1—31,2y2—3173y3)/al71:(1—1-0—0-0)/3:1/3
Zy = (b2—327121—3273y3)/3272:(5—1-1/3—1-0)/3
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0

1/3

zZ1 = (b1—31,2y2—3173y3)/3171:(1—1-0—0-0)/3:1/3
Zy = (b2—32’121—32,3y3)/3272:(5—1-1/3—1-0)/3:14/9
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x= Cy=1{o
013 7 0
1/3
z= 14/9

zZ1 = (b1—31,2y2—3173y3)/3171:(1—1-0—0-0)/3:1/3
Zy = (b2—32’121—32,3y3)/3272:(5—1-1/3—1-0)/3:14/9
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x= Cy=1{o
013 7 0
1/3
z= 14/9

zZ1 = (b1—31,2y2—3173y3)/3171:(1—1-0—0-0)/3:1/3
72 = (by—ax121 — az3y3)/a22=(5—-1-1/3-1-0)/3 =14/9
73 = (b3 —a3121 —a3p20)/a33
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x= Cy=1{o
013 7 0
1/3
z= 14/9

zZ1 = (b1—31,2y2—3173y3)/3171:(1—1-0—0-0)/3:1/3
z2 = (b2—ax1z1 —a23y3)/a22=(5—-1-1/3-1-0)/3=14/9
z3 = (b3—337121—337222)/3373:(7—0-1/3—1~14/9)/3
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x= Cy=1{o
013 7 0
1/3
z= 14/9

zZ1 = (b1—31,2y2—3173y3)/3171:(1—1-0—0-0)/3:1/3
Zy = (b2—22’121—32,3y3)/3272:(5—1-1/3—1-0)/3:14/9
z3 = (b3—337121—337222)/33,3:(7—0-1/3—1-14/9)/3:49/27
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0

131 |x= Cy=1{o

013 7 0
1/3
z= 14/9
49/27

zZ1 = (b1—31,2y2—3173y3)/3171:(1—1-0—0-0)/3:1/3
Zy = (b2—22’121—32,3y3)/3272:(5—1-1/3—1-0)/3:14/9
z3 = (b3—337121—337222)/33,3:(7—0-1/3—1-14/9)/3:49/27
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=|5], y=1{o
01 7 0
1/3
z= 14/9 =y
49/27
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=|5], y=1{o
01 7 0
1/3
z= 14/9 =y
49/27

21 = (b1 — a12§2 — a1.3¥3) /a1
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=|5], y=1_o
01 7 0
1/3
z= 14/9 =y
49/27

21 = (bl — 31’2}72 — 3173)73)/3171 = (1 -1 14/9 — O . 49/27)/3
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=|5], y=1{o
01 7 0
1/3
z= 14/9 =y
49/27

71 = (b1 — a12§2 — a13y3)/a11 = (1 —1-14/9 - 0-49/27)/3 = —5/27
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=[o0
013 7 0
1/3 —5/27
z=| 149 | =y,2=
49/27

7] = (b1 —a12y2 —a13y3)/a1,1 = (1 —1-14/9 —0-49/27)/3 =
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=[o0
013 7 0
1/3 —5/27
z=| 149 | =y,2=
49/27

71 = (b1 —a12§2 — a1393)/a11 = (1 —1-14/9 —0-49/27)/3 =
3 = (5—1-(=5/27) — 1-49/27)/3

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=[o0
013 7 0
1/3 —5/27
z=| 149 | =y,2=
49/27

7] = (b1 —a12y2 —a13y3)/a1,1 = (1 —1-14/9 —0-49/27)/3 =
% = (5-1-(-5/27) — 1-49/27)/3 = 91/81
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=[o0
013 7 0

1/3 —5/27

z=| 149 | =y,2= 91/81

Z = (b1 —a12§2 — a13¥3)/a11 = (1 —1-14/9 - 0-49/27)/3 = —5/27
% = (5—1-(=5/27) — 1-49/27)/3 = 91/81
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Bz
Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

1/3 —5/27
z=| 149 | =y,2= 91/81
49/27

21 = (bl — 31,2)72 — 31,3)73)/3171 = (1 -1 14/9 —0- 49/27)/3 = —5/27
% = (5—1-(—5/27) —1-49/27)/3 = 91/81
%3 =(7—0-(-5/27) —1-91/81)/3
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0

1/3 —5/27
z=| 149 | =y,2= 91/81
49/27

21 = (bl — 31,2)72 — 31,3)73)/3171 = (1 -1 14/9 —0- 49/27)/3 = —5/27
% = (5—1-(—5/27) —1-49/27)/3 = 91/81
73 = (7—0-(=5/27) —1-91/81)/3 = 476/243
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y=1]o0
01 3 7 0

1/3 —5/27
z=| 149 | =y,2= 91/81
49/27 476/243

21 = (bl — 31,2)72 — 31,3)73)/3171 = (1 -1 14/9 —0- 49/27)/3 = —5/27
% = (5—1-(—5/27) —1-49/27)/3 = 91/81
73 = (7—0-(=5/27) —1-91/81)/3 = 476/243
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0
131 |x=(5], y={o0
013 7 0
1/3 —5/27 )
z=| 14)9 | =y,2= 91/81 | =3
49/27 476/243
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme

15 / 64



Bz
Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (1/2) - Iteration

Lineares Gleichungssystem:

310 1 0

131 |x=(5], y=[o0

013 7 0
1/3 —5/27 o —90
z=| 14)9 | =y,2= 91/8L | =§.2= o | 2247
49/27 476/243 4354
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ —90 0
z=| 149 |,z= 01/81 | F= oo | 2247 | .x=| 1
49/27 476,243 4354 2
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ —90 0
z=| 149 |,z= 01/81 | F= oo | 2247 | .x=| 1
49/27 476,243 4354 2

Fehler der Ndherungen:
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ —90 0
z=| 149 |,z= 01/81 | F= oo | 2247 | .x=| 1
49/27 476,243 4354 2

Fehler der Ndherungen:

|z = x|
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ —90 0
z=| 149 |,z= 01/81 | F= oo | 2247 | .x=| 1
49/27 476,243 4354 2

Fehler der Ndherungen:

ox - [R5
B 729
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2

Lineare Gleichungssysteme 16 / 64



GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ | [ % 0
z=| 1479 |, z= 91/81 | F= oo | 2247 | x=|{ 1
49/27 476,243 4354 2
Fehler der Ndherungen:
81 + 225 4 25
z—x| = +72—9+ = /331/729
Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 16 / 64
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ | [ % 0
z=| 1479 |, z= 91/81 | F= oo | 2247 | x=|{ 1
49/27 476,243 4354 2
Fehler der Ndherungen:
81 + 225 4 25
z—x| = +72—9+ = /331/729
|2 — x|
Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 16 / 64
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ —90 0
z=| 149 |,z= 01/81 | F= oo | 2247 | .x=| 1
49/27 476,243 4354 2

Fehler der Ndherungen:

81 + 225 + 25
z—x| = ’/+72—9+ = /331/729

Eox = \/2025 + 900 + 100
- 2432
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Bz
Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -

Fehlerbetrachtung

1/3
z=| 14/9 |,
49/27

N2
Il

Fehler der Ndherungen:

lz—x| =

|z—x| =

M. BoBle (Uni Stuttgart)

—5/27

91/81 |,2= -+~
476/243

/814225425
729

¢

2025 + 900 + 100

2432

Numerik2

-90
2247 | ,x =
4354

/331/729

55/243
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Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -

Fehlerbetrachtung

1/3
z=| 14/9 |,
49/27

N2
Il

Fehler der Ndherungen:

lz—x| =

|z—x| =

|z x]
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—5/27

91/81 |,2= -+~
476/243

/814225425
729

¢

2025 + 900 + 100

2432

Numerik2

-90
2247 | ,x =
4354

/331/729

55/243

Lineare Gleichungssysteme
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ —90 0
z=| 149 |,z= 01/81 | F= oo | 2247 | .x=| 1
49/27 476,243 4354 2

Fehler der Ndherungen:

81 + 225 + 25
z—x| = ’/+72—9+ = /331/729

. 2025 + 900 + 100
z2—x|] = \/ 5432 = 55/243
Z-x| = = 110/2187
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GauB-Seidel-Verfahren Beispiel

Beispiel zum GauB-Seidel-Verfahren (2/2) -
Fehlerbetrachtung

1/3 -5/21\ —90 0
z=| 149 |,z= 01/81 | F= oo | 2247 | .x=| 1
49/27 476,243 4354 2

Fehler der Ndherungen:

81 + 225 + 25
z—x| = ’/+72—9+ = /331/729

. 2025 + 900 + 100
z2—x|] = \/ 5432 = 55/243
Z-x| = = 110/2187

Von der zweiten zur dritten Ndherung wird der Fehler mit dem Faktor 2/9
reduziert. Dies entspricht dem Spektralradius der Iterationsmatrix.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

@ Lineare lterationsverfahren dienen der niherungsweisen Lésung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 17 / 64



Zusammenfassung

Zusammenfassung

@ Lineare lterationsverfahren dienen der niherungsweisen Lésung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b

o Allgemeine Bauart: y — z=Qy + p
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

@ Lineare lterationsverfahren dienen der niherungsweisen Lésung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b

o Allgemeine Bauart: y — z=Qy + p

o Konvergent, falls groBter Betrag der Eigenwerte von Q < 1
(Spektralradius)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Lineare Iterationsverfahren dienen der ndherungsweisen Losung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b

Allgemeine Bauart: y — z= Qy + p

Konvergent, falls groBter Betrag der Eigenwerte von Q < 1
(Spektralradius)

e Jacobi-Verfahren: Q = E — D71A, konvergent fiir strikt
diagonaldominante Matrizen A
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

@ Lineare lterationsverfahren dienen der niherungsweisen Lésung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b

o Allgemeine Bauart: y - z=Qy +p

o Konvergent, falls groBter Betrag der Eigenwerte von Q < 1
(Spektralradius)

e Jacobi-Verfahren: Q = E — D71A, konvergent fiir strikt
diagonaldominante Matrizen A

o GauB-Seidel-Verfahren: Q = —(L + D)*IR, konvergent fiir strikt
diagonaldominante Matrizen A und fiir symmetrische Matrizen mit
nur positiven Eigenwerten
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Aufigtie i
Aufgabe 1

Geben Sie fiir das lineare Gleichungssystem

6 2 -2 -1 0
2 10 2 1| |2
2 2 6 1|77 | 24
0 -2 0 4 12

die Matrix @ und den Vektor p der Jacobi-lteration in der Form
z=Qy+p

an.
Fiihren Sie ausgehend vom Startvektor y = (15,6,15,30)" zwei
Iterationsschritte durch.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

Die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist

Q=E-D'A=-DYL+R)
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

Die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist

Q=E-D'A=-DYL+R)
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

Die lterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist

0 -10 10 5
11-6 0 6 -3
—F_pla__p-1 _ o+
W=E-D"A D(L+R) 30110 -10 0 -5

0 15 0 O
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

Die lterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist

0 -10 10 5
11-6 0 6 -3
—F_pla__p-1 _ o+
W=E-D"A D(L+R) 30110 -10 0 -5

0 15 0 O

und der Vektor p = D~1b = (0,2, 4,3)".
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

Die lterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist

0 -10 10 5
1[{-6 0 6 -3
3010 -10 0 -5

0 15 0 0

Q=E-D'A=-DYL+R)=

und der Vektor p = D~1b = (0,2, 4,3)". Erster Iterationsschritt

z = Qy+p
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

Die lterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist

0 -10 10 5
1[{-6 0 6 -3
3010 -10 0 -5

0 15 0 0

Q=E-D'A=-DYL+R)=

und der Vektor p = D~1b = (0,2, 4,3)". Erster Iterationsschritt

0 — 60+ 150 + 150 0 8

B 1 [ —90+0+90—90 2| [ -1
Z = UFP=g5l1s0-60+0-150] " 4| | 2
04904040 3 6
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Zweiter lterationsschritt

zZ = Qz+p
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Zweiter lterationsschritt

zZ = Qz+p
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Zweiter lterationsschritt

0 -—-10 10
. 11-6 0 6

2= @ =511 10 o0
0 15 0
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Zweiter lterationsschritt

0 —-10 10 5 8 0
. ~1]-6 0 6 -3||-1 2
2= @+tr=35110 —10 0 —s||2]"|4
0 15 0 O 6 3
0+ 10+ 20+ 30 0 2
1 [-484+0+12—-18 2| 1/
30| 80+10+0-—130 411 6
0-15+0+0 3 5/2
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Aufigiie 2
Aufgabe 2

Bestimmen Sie fiir die vom reellen Parameter t abhidngige Matrix

A:(? 152)

die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens und geben Sie an, fiir welche
Parameter t das Jacobi-Verfahren konvergiert.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

2t
A= ( t 1/2 )
Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens

Q = E-D'A
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

2t
A= ( t 1/2 )
Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens

Q = E-D'A
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Aufigiie 2
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

2t
A= (7 12
[terationsmatrix des Jacobi-Verfahrens

Q = E-D'A

) () (0 k) (5 )
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Aufigiie 2
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

2t
A= (7 12
[terationsmatrix des Jacobi-Verfahrens

Q = E-D'A
- (0 0)- (0 2)(Fe)-(5 )

Hinreichend fiir Konvergenz: A strikt diagonaldominant
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Aufigiie 2
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

2t
A= (7 12
[terationsmatrix des Jacobi-Verfahrens

Q = E-D'A
- (0 0)- (0 2)(Fe)-(5 )

Hinreichend fiir Konvergenz: A strikt diagonaldominant = |t| < 1/2
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

A= (7))

Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens
Q = E-D'A
_ (1 0\ (1/20 2 t \_( 0 —t)2
N 01 0 2 t 1/2 ) \ -2t 0 ’
Hinreichend fiir Konvergenz: A strikt diagonaldominant = |t| < 1/2
Charakteristisches Polynom von Q:

(=X)? = (=t/2)(=2t) = \* — ¢?
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

A= (7))
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Q = E-D'A
_ (1 0\ (1/20 2 t \_( 0 —t)2
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Hinreichend fiir Konvergenz: A strikt diagonaldominant = |t| < 1/2
Charakteristisches Polynom von Q:
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Nullstellen =t
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

A= (7))

Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens
Q = E-D'A
_ (1 0\ (1/20 2 t \_( 0 —t)2
N 01 0 2 t 1/2 ) \ -2t 0 ’
Hinreichend fiir Konvergenz: A strikt diagonaldominant = |t| < 1/2
Charakteristisches Polynom von Q:

(=X)? = (=t/2)(=2t) = \* — ¢?

Nullstellen £t = o(Q) = |¢|
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

A= (7))

Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens
Q = E-D'A
_ (1 0\ (1/20 2 t \_( 0 —t)2
N 01 0 2 t 1/2 ) \ -2t 0 ’
Hinreichend fiir Konvergenz: A strikt diagonaldominant = |t| < 1/2
Charakteristisches Polynom von Q:

(=X)? = (=t/2)(=2t) = \* — ¢?

Nullstellen +t = o(Q) = |t| < 1 fiir Konvergenz.
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Aufgabe 3
Aufgabe 3

Fiihren Sie fiir das lineare Gleichungssystem

=N W S
=N W W
= NN N
e e
X
Il
=N W D>

ausgehend vom Startvektor y = (1,1,1,1)" einen Schritt der GauB-Seidel
Iteration durch.
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Aufgabe 3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

GauB-Seidel Verfahren:

zi = (b — ak12z1 —

=N WP
= N W W

M. BoBle (Uni Stuttgart)

o= Ak k—1Zk—1 — Ak k+1Vk+1 — 0 = ak,nYn)/akk
1 4 1
1 3 1
1 b=1 5 =11
1 1 1

=N NN
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Aufgabe 3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

GauB-Seidel Verfahren:

zi = (b — ak12z1 —

=N WP
= N W W
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o= Ak k—1Zk—1 — Ak k+1Vk+1 — 0 = ak,nYn)/akk
1 4 1
1 3 1
1 b=1 5 =11
1 1 1

=N NN
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Aufgabe 3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

GauB-Seidel Verfahren:

Zx = (bk — ak,1Z21 — - — Ak,k—1Zk—1 — Ak k+1Yk+1 — " — ak,nyn)/ak,k
4 3 2 1 4 1
3 3 21 3 1
A=l o221 | P52 Y= 1
1 111 1 1
Ein Schritt:

z1 = (b1 — a1py2 — a13y3 — arays)/a11 = (4—3-2-1)/4=—-1/2
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Aufgabe 3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

GauB-Seidel Verfahren:

Zx = (bk — ak,1Z21 — - — Ak,k—1Zk—1 — Ak k+1Yk+1 — " — ak,nyn)/ak,k
4 3 2 1 4 1
3 3 21 3 1
A=l o221 | P52 Y= 1
1 111 1 1
Ein Schritt:

721 = (b1 —a1py> —a13y3 —a1ays)/a11 = (4-3-2-1)/4=-1/2
2y = (b2 —a1z1 — a23y3 — 32,4y4)/a2,2 = (3 + 3/2 -2 - 1)/3 = 1/2
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Aufgabe 3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

GauB-Seidel Verfahren:

Z) = (bk — ak121 — - — Ak k—1Zk—1 — Ak,k+1Yk+1 — 0 — 3k,n}’n)/3k,k
4 3 21 4 1
33 21 3 1
A=l o221 | P52 Y= 1
1111 1 1
Ein Schritt:

z1 = (b1 — a1py2 — a13y3 — arays)/a11 = (4—3-2-1)/4=—-1/2
2= (b —a2121 — a23y3 — @24ys) /222 =(3+3/2-2-1)/3=1/2
zZ3 = (b3 — 33’121 — 33’222 — a3,4y4)/33,3 = (2 + 2/2 — 2/2 — 1)/2 = 1/2

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 24 / 64



Aufgabe 3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

GauB-Seidel Verfahren:

Zx = (bk — ak,1Z21 — - — Ak,k—1Zk—1 — Ak k+1Yk+1 — " — ak,nyn)/ak,k
4 3 2 1 4 1
3 3 21 3 1
A=l o221 | P52 Y= 1
1 111 1 1
Ein Schritt:

71 = (b1 — a12y2 — a13y3 — araya) /a1 = (4-3-2-1)/4=-1/2
2y = (b2 —a1z1 — a23y3 — 32,4y4)/3272 = (3 + 3/2 —2- 1)/3 = 1/2
z3= (b3 —a31z1 — a3pz> — azays)/azz = (2+2/2-2/2-1)/2=1/2
Zy = (b4 — d4,171 — aa22p — a47323)/a4,4 = (1 + 1/2 — 1/2 — 1/2) = 1/2
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Aufgabe 4

Implementieren Sie das GauB-Seidel-Verfahren in MATLAB
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Aufgabe 4

Implementieren Sie das GauB-Seidel-Verfahren in MATLAB

@ Gehen Sie vom Programm jacobi aus
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Aufgabe 4
Aufgabe 4

Implementieren Sie das GauB-Seidel-Verfahren in MATLAB

@ Gehen Sie vom Programm jacobi aus

o Ersetzen Sie die Zeile, in der z = Qy + p berechnet wird, durch eine
Schleife, bei der die Elemente von z der Reihe nach bestimmt werden.
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Implementieren Sie das GauB-Seidel-Verfahren in MATLAB

@ Gehen Sie vom Programm jacobi aus

o Ersetzen Sie die Zeile, in der z = Qy + p berechnet wird, durch eine
Schleife, bei der die Elemente von z der Reihe nach bestimmt werden.

@ Ersetzen Sie dann auf der rechten Seite y durch z
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Aufgabe 4
Aufgabe 4

Implementieren Sie das GauB-Seidel-Verfahren in MATLAB

@ Gehen Sie vom Programm jacobi aus

o Ersetzen Sie die Zeile, in der z = Qy + p berechnet wird, durch eine
Schleife, bei der die Elemente von z der Reihe nach bestimmt werden.

@ Ersetzen Sie dann auf der rechten Seite y durch z

@ Versuchen Sie auf die HilfsgroBen @ und p zu verzichten und statt
dessen die Daten von A und b zu verwenden.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Lineare Gleichungssysteme 25 / 64



Aufgabe 4
Losungsvorschlag zu Aufgabe 4

Gehen Sie vom Programm Jacobi aus

function [z,Q,p,error,iter]=jacobi(A,b,ystart,tol,maxiter)

% Ermitteln der Iterationsparameter
d=diag(A);p=b./d;Q=eye(size(A))-diag(1l./d)*A;

% Setzen der Startwerte
z=ystart;error=2*tol;iter=0;

% Iteration durchfiihren
while ((error > tol) & (iter< maxiter))
iter=iter+1;
y=z;
z=Q*y+p;
error=norm(z-y) ;
end
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Aufgabe 4
Losungsvorschlag zu Aufgabe 4

Ersetzen Sie die Zeile in der z = Qy + p berechnet wird durch eine Schleife,
bei der die Elemente von z der Reihe nach bestimmt werden.

function [z,error,iter]=jacobi(A,b,ystart,tol,maxiter)

% Ermitteln der Iterationsparameter
d=diag(A);p=b./d;Q=eye(size(A))-diag(1l./d)*A;n=size(A,1);

% Setzen der Startwerte
z=ystart;error=2xtol;iter=0;

% Iteration durchfiihren

while ((error > tol) & (iter< maxiter))
iter=iter+1;
y=z;
for k=1:n, z(k)=Q(k,:)*y+p(k); end
error=norm(z-y) ;

end
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Aufgabe 4
Losungsvorschlag zu Aufgabe 4

Ersetzen Sie dann auf der rechten Seite y durch z

function [z,error,iter]=gauss_seidel(A,b,ystart,tol,maxiter)

% Ermitteln der Iterationsparameter
d=diag(A);p=b./d;Q=eye(size(A))-diag(1l./d)*A;n=size(A,1);

% Setzen der Startwerte
z=ystart;error=2*tol;iter=0;

% Iteration durchfiihren

while ((error > tol) & (iter< maxiter))
iter=iter+1;
y=z;
for k=1:n, z(k)=Q(k,:)*z+p(k); end
error=norm(z-y) ;

end
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Aufgabe 4
Losungsvorschlag zu Aufgabe 4

Versuchen Sie auf die HilfsgroBen @ und p zu verzichten und statt dessen
die Daten von A und b zu verwenden.

function [z,error,iter]=gauss_seidel(A,b,ystart,tol,maxiter)

% GroBe des Problems
n=size(A,1);

% Setzen der Startwerte
z=ystart;error=2xtol;iter=0;

% Iteration durchfiihren

while ((error > tol) & (iter< maxiter))
iter=iter+1;
y=z;
for k=1:n, z(k)=z(k)+(bk)-A(k,:)*z)/A(k,k); end
error=norm(z-y) ;

end
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Problemstellung

o Aufgabe: finde zu gegebenen Punkten Py = (xk, yx) (z.B. MeBwerte)
die Gerade g, die diesen ,,am Nichsten kommt".
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o Frage: Was heiBt ,am Nachsten kommen*?
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o Aufgabe: finde zu gegebenen Punkten Py = (xk, yx) (z.B. MeBwerte)
die Gerade g, die diesen ,,am Nichsten kommt".

o Frage: Was heiBBt ,,am Nichsten kommen*?
Beispiel: Punkte (0,0), (1,0),(0,1)
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Problemstellung

Problemstellung

o Aufgabe: finde zu gegebenen Punkten Py = (xk, yx) (z.B. MeBwerte)
die Gerade g, die diesen ,,am Nichsten kommt".

o Frage: Was heiBBt ,,am Nichsten kommen*?
Beispiel: Punkte (0,0), (1,0),(0,1)

[ ] [ ]
[ ] ] [ ]
Abstandsumme
Z diSt(Pk7 g)
k
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Problemstellung

Problemstellung

o Aufgabe: finde zu gegebenen Punkten Py = (xk, yx) (z.B. MeBwerte)
die Gerade g, die diesen ,,am Nichsten kommt".

o Frage: Was heiBBt ,,am Nichsten kommen*?
Beispiel: Punkte (0,0), (1,0),(0,1)

Abstandsumme Fehlerquadrate
>_ dist(Py, g) S(FOx) — ya)?
k k
f(x)=ux+v
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Problemstellung

Problemstellung

o Aufgabe: finde zu gegebenen Punkten P, = (xk, yk) (z.B. MeBwerte)
die Gerade g, die diesen ,,am Nichsten kommt".

@ Frage: Was heiBt ,,am Nachsten kommen"?
Beispiel: Punkte (0,0), (1,0),(0,1)

Abstandsumme Fehlerquadrate Abstandsquadrate
>_dist(Px, g) S2(F0xk) = yi)? >_(dist(Pk. £))°
k k k
f(x)=ux+v
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

> (Fa) = w)?

k
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

K
= (f(a) = 1)+ (FO) = y2)* + - + (F(xn) — yn)?
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

k
= (f0a) =)+ (F() = y2)° + - + (F(xn) — yn)?
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

K
= (f0a) = y)* + (F(2) = y2)* + - + (F(xn) = yn)?
= (ux1+v—y1)?+ (ux2 + v — y)?
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

k
= (f(a) =) + (F() = y2)2 + -+ (F(xn) — ¥n)?
= (uxa+v—y1)?+(wa+v—y)+ 4 (uxp+v—yn)?
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

k
= (f0a) =) +(f0e) = y2)® + - + (F(xn) = yn)?
= (s +v—y1)?+(wo+v—y)2+- 4 (ux, +v—y,)?

X1
X2

Xn
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

k
= (f(a) =) + (F() = y2)2 + -+ (F(xn) — ¥n)?
= (uxa+v—y1)?+(wa+v—y)+ -+ (uxp+v—yn)?

X1 1

X2 1
u . + v

Xn 1
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

K
= (f0a) =) +(f0e) = y2)® + - + (F(xn) = yn)?
= (uxi4+v—y)?+(uo+v—y)2+ -+ (uxy+v—y,)?

X1 1 y1
X2 1 y2
u ) +v] . — .
Xn 1 Yn
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)
@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v

@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

K

= (f(xa) = »1)? + (F(x) = y2)* + -+ + (F(xn) — yn)?

= (uxi+v—y1)’+(uxa+v—y)?+- -+ (uxy + v —y,)?
X1 1 %1
X2 ]. Y2

=|u ) +v] . — .
Xn 1 Yn
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

@ Ansatz fiir Gerade: y = f(x) = ux + v
@ Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
K

D (Fx) = i)

K
= (f0a) =) +(f0e) = y2)® + - + (F(xn) = yn)?
= (wa+v—y1)?+(wa+v—y)+- -+ (uxy+v—y,)?

2 2
X1 1 %1 xp 1 "
Xo 1 V2 xy 1 ( u > Y2
= |u . +v] . — . = . - -
. . . V
Xn 1 Yn xp 1 w Yn
A b
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Kleinste Fehlerquadrate

(lineares) Ausgleichsproblem
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Kleinste Fehlerquadrate

(lineares) Ausgleichsproblem

o Ausgangspunkt: Uberbestimmtes Gleichungssystem Aw = b
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Kleinste Fehlerquadrate

(lineares) Ausgleichsproblem

o Ausgangspunkt: Uberbestimmtes Gleichungssystem Aw = b

@ Gesucht: Losung bei der die Norm des Residuums |[Aw — b| minimal
wird. (Damit ist auch |Aw — b|? minimal.)
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Kleinste Fehlerquadrate

(lineares) Ausgleichsproblem

o Ausgangspunkt: Uberbestimmtes Gleichungssystem Aw = b

@ Gesucht: Losung bei der die Norm des Residuums |[Aw — b| minimal
wird. (Damit ist auch |Aw — b|? minimal.)

@ Losungsmethode: Normalengleichungen

A'Aw = A'b = |Aw — b| ist minimal
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Kleinste Fehlerquadrate

(lineares) Ausgleichsproblem

o Ausgangspunkt: Uberbestimmtes Gleichungssystem Aw = b

@ Gesucht: Losung bei der die Norm des Residuums |[Aw — b| minimal
wird. (Damit ist auch |Aw — b|? minimal.)

@ Losungsmethode: Normalengleichungen
A'Aw = A'b = |Aw — b| ist minimal

o A'A ist symmetrisch und hat nur reelle Eigenwerte, die nicht negativ
sind.
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Ausgleichsgerade
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Ausgleichsgerade

A'Aw = A%
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Ausgleichsgerade

x1 1 "

. 1 v

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



AEE e
Ausgleichsgerade

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2
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Ausgleichsgerade

AtAw = A'b
xp 1 n

o)) - ()
(o) -0 )
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AEE e
Ausgleichsgerade

xp 1 "

. 1 v
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AEE e
Ausgleichsgerade

A'Aw = A'b

X1

(5 =)0 -
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AEE e
Ausgleichsgerade

A'Aw = A'b

X1

(5250 -
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AEE e
Ausgleichsgerade

AtAw = Atp
x1 1 %1

(r ) ¥ S
(%X/% Zxk)<u) _ (Z(Xk)’k))
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AEE e
Ausgleichsgerade

AtAw = Atp
x1 1 %1

(B %)) - ()
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AEE e
Ausgleichsgerade

AtAw = Atp
x1 1 "

(B %)) - ()
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AEE e
Ausgleichsgerade

A'Aw = A%
x 1 <u> "
X'n . v y.n
SxE Y xk v (2 ()
(= =) (0) - (550)
Loésung: (Falls mindestens zwei xx unterschiedlich.)
n > (i) — (2 xi) (2 vi)
30— (2 )
(2 x) (32 yi) — (32 x0) 3 (xeyi)
30— (2 )

Il
N
X
-
N~

u g
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Ausgleichsgerade

( > X

2 Xk

Loésung: (Falls mindestens zwei xx unterschiedlich.)
n 2 0ayvk) = (0 i) (2 yi)
> — (2 %)
(2 x) (32 yi) — (32 x0) 3 (xeyi)
> — (2 x)?

Falls alle x, gleich sind, ist u = 0,v = >_ yx/n eine mogliche Losung.

M. BoBle (Uni Stuttgart)
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)
=) ()

x; 1

(

Y1

Yn

> (v )

Z}/k
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Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3
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Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3
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Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

X]_:O, X2:1, X3:0

S
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Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

X]_:O, X2:1, X3:0

Zxk = 0+1+40
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Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

X]_:O, X2:1, X3:0

Zxk = 0+1+0=1
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Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3
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Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Kleinste Fehlerquadrate

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0, 0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

X]_:O, X2:1, X3:0
D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1

y1=0, y»=0, y3=1
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

X]_:O, X2:1, X3:0
D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1

y1=0, y»=0, y3=1

ZYk

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme

32/ 64



IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

x1=0, x»x=1, x3=0

D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1
1=0, y2=0, y3=1

>y = 040+1
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

x1=0, x»x=1, x3=0

D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1
1=0, y2=0, y3=1

>y = 040+1=1
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0), P; = (0, 1), n=3

X]_:O, X2:1, X3:0
D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1

y1=0, y»=0, y3=1

Zyk = 04+04+1=1, Zxkyk
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0)7 P; = (0, 1), n=3

x1=0, x»x=1, x3=0

D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1
y1=0, y»=0, y3=1

vk = 040+1=1,> xy=0-0+1-0+0-1
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0)7 P; = (0, 1), n=3

x1=0, x»x=1, x3=0

ZXk = 0+1+40=1, Zxﬁ:02+12+02:1
y1=0, y»=0, y3=1

vk = 040+1=1,> xy=0-0+1-0+0-1=0
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Ausgleichsgerade
Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P = (0,0), P»=(1,0), P3=(0,1), n=3
x1=0, x»x=1, x3=0
D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1
1=0, y2=0, y3=1
vk = 040+1=1,> xy=0-0+1-0+0-1=0

n (i) = (22 x) (D2 vi)
3o xg = (3 xw)?
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Ausgleichsgerade
Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: Py = (0,0), P»=(1,0), P;=(0,1),
x1=0, x»x=1, x3=0
Y xk = 04140=1, > x;=0+1"+0"=1
1=0, y,=0, y3=1
vk = 040+1=1, > x4y =0-0+1-0+0-1=0
>0 (ayi) = (320 xi) (22 yk) 0-1-1

u = =

>0 = (22 xK)? 112
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Ausgleichsgerade
Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P = (0,0), P»=(1,0), P3=(0,1), n=3
x1=0, x»x=1, x3=0
D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1
1=0, y2=0, y3=1
vk = 040+1=1,> xy=0-0+1-0+0-1=0
n> (aye) = (ox)(Xy) 3:0-1-1 -1

u = =

NS x2 — (3 xx)? 3.1-12 2
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P; = (0,0), Py = (1,0)7 P; = (0, 1), n=3

S -
ZYk =

x1=0, x»x=1, x3=0

04+14+0=1, Zxﬁ:02+12+02:1
y1=0, y»=0, y3=1

0+0+1=1,> xy=0-0+1-0+0-1=0

PSaye) ~ (Sx)(Sw) _30-11 -1
> x2 — (3 xx)? 3-1-12 2

(2 X)X yi) = (30 xk) S 0xay)
3o = ()
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Ausgleichsgerade
Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P, = (0,0), P,=(1,0), Ps;=(0,1),
x1=0, x»x=1, x3=0
Y xk = 04140=1, > x;=0+1"+0"=1
1=0, y,=0, y3=1
vk = 040+1=1, > x4y =0-0+1-0+0-1=0
nY (eyi) = (o x)(2ov) 3-0-1-1 -1

NS x2 — (3 xx)? 3.1-12 2
Oy = (%) > bwy) _ 1-1-1-0
> = (2 x)? 1-12
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Ausgleichsgerade
Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P = (0,0), P»=(1,0), P3=(0,1), n=3
x1=0, x»x=1, x3=0
D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1
1=0, y2=0, y3=1
vk = 040+1=1,> xy=0-0+1-0+0-1=0
nY (eyi) = (o x)(2ov) 3-0-1-1 -1

NS x2 — (3 xx)? 3.1-12 2
, = (le%)(ZYk)_(ZXk)Z(Xk}/k):1-1—1-023
nd>oxg — (0 xk)? 3-1-12 2
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Ausgleichsgerade
Beispiel zur Ausgleichsgerade
Punkte: P = (0,0), P»=(1,0), P3=(0,1), n=3
x1=0, x»x=1, x3=0
D x = 04140=1, Y xf=0+1°+0"=1
1=0, y2=0, y3=1
vk = 040+1=1,> xy=0-0+1-0+0-1=0
nY (eyi) = (o x)(2ov) 3-0-1-1 -1

NS x2 — (3 xx)? 3.1-12 2
, = (XA vi) — (3 xi) > (xueye) _1-1-1.0_
ny o x2 — (3 xx)? 3-1-12
1 1
: = f = — — —
g1y (x) 5X+ 5
M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

ST (FGa) = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxe+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

ST (FGa) = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxe+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

ST (FGa) = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxe+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

D (F0w) = yi)® = (xa+v—y1)*+ (wa+v—y2)* -+ (un+ v —yn)°
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2(uxy + v —y1)
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

ST (FGa) = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxa+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2(uxy + v —y1)x1
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

D (F0w) = yi)® = (xa+v—y1)*+ (wa+v—y2)* + -+ (uxn+ v —yn)°
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2w +v—y1)x1+2(uxa + v —y)

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme 33 /64



AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

ST (FGa) = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxa+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wxa +v—y1)x1+2(uxx + v —y2)x
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
3

D (F0w) = yi)® = (wxa+v—y1)>+ (wx+ v —y2)> 4+ (Uxn + v — yp)°
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wxa +v—y1)x1+2uxx+v—y)xo+ -+ 2(uxp+ v —yn)
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

Geradengleichung y = f(x) = ux + v
Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
k

ST () = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxa+v—y2)2 - (uxn + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wa +v—y1)x1+2(uxa+v—y2)xo+ -+ 2(uxp + v — yn)Xn
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
Geradengleichung y = f(x) = ux + v

Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
k

ST (FGa) = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxe+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wa +v—y1)x1+2(uxa+v—y2)xo+ -+ 2(uxp + v — ¥n)Xn

Ableitung nach v:
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
Geradengleichung y = f(x) = ux + v

Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
k

D (F0w) = yi)® = (xa+v—y1)*+ (wa+v—y2)* -+ (un+ v —yn)°
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wa +v—y1)x1+2(uxa+v—y2)xo+ -+ 2(uxp + v — ¥n)Xn
Ableitung nach v:

2(uxy +v—y1)
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
Geradengleichung y = f(x) = ux + v

Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
k

ST () = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxa+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wa +v—y1)x1+2(uxa+v—y2)xo+ -+ 2(uxp + v — ¥n)Xn
Ableitung nach v:

2(ux1 + v —y1)
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
Geradengleichung y = f(x) = ux + v

Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
k

Z(f(xk) —yi)? = (wxa+v—y1)’+(wa+v—y2) 4+ (uxa+ v —yn)?
P

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wa +v—y1)x1+2(uxa+v—y2)xo+ -+ 2(uxp + v — ¥n)Xn
Ableitung nach v:

2uxi+v—y1)+2(uxx+v—y)
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
Geradengleichung y = f(x) = ux + v

Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
k

D (F0w) =yi)® = (wxa+v—y1)> + (wxa+ v —y2)> 4+ (uxn + v — yn)°
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wa +v—y1)x1+2(uxa+v—y2)xo+ -+ 2(uxp + v — ¥n)Xn
Ableitung nach v:

2Quxi +v—y1)+2(uxo+v—y2)+ -+ 2(uxa + v — yn)
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IELE N NIEECITELIEI  Ausgleichsgerade

Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
Geradengleichung y = f(x) = ux + v

Parameter u und v so bestimmen, dass > (f(xx) — yx)? minimal wird.
k

ST (FGa) = yi)? = (uxt+v—y1)? + (wxe+v—y2)2 - (uxe + v — yi)?
k

Bei einem Minimum sind die Ableitungen Null
Ableitung nach u:

2wa +v—y1)x1+2(uxa+v—y2)xo+ -+ 2(uxp + v — ¥n)Xn
Ableitung nach v:

2Quxi +v —y1)+2(uxo+v—y2)+ -+ 2(uxn + v — yn)
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

2(uxi +v —y1)x1 +2(ux2 + v — y2)xo + - -+ + 2(uxn + vV — yn)Xn
2uxy+v—y1)+2(uxa+v—y2)+ -+ 2(uxp + v —yp)
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

2uxi + v —y1)x1 +2(uxo+ v —y2)xo + -+ + 2(uxn + vV — yn)Xn
2w +v—y1))+2uxa+v—y2)+ - +2(uxp+ v —yp)
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

= (watv—y)a+ (wet+v—y)xa+--+ (uxp+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

= (watv—y)a+ (wet+v—y)xa+--+ (uxp+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

= (watv—y)a+ (weot+v—y)o+--+ (ux,+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

= (watv—y)a+ (weot+v—y)o+--+ (ux,+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)

0 = u Z(Xk)2
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

= (watv—y)a+ (wet+v—y)o+--+ (uxp+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)

0 = u Z(Xk)2

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

= (watv—y)a+ (wet+v—y)o+--+ (uxp+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)

0 = UZ(Xk)2 + vak
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Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

= (watv—y)a+ (wet+v—y)ao+--+ (uxp+Vv—y,)x
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)

0 = UZ(Xk)2 + vak
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

(ua+v—yi)xa+ (wot+v—y)xo+-+ (UXa+V—yn)Xs
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)

0 = ud ()?+vD> x— > (%)
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
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0 = ud ()?+vD> x— > (%)
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AEE e
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

(i +v—y)xi+ (wo+v—y)xo+- -+ (uxp+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

(ua+v—yi)xa+ (wo+v—y)x+- -+ (Uxg+V—yn)Xn
= (wa+tv—y)+ (wo+v—y)+-+ (uxp+v—y,)
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

(i +v—y)xi+ (wo+v—y)xo+- -+ (uxp+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)
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AEE e
Ausgleichsgerade: Lésung mit Ableitungen

(wa+v—yi)xa+ (we+v—y)x2+- -+ (uxn+Vv—yn)xn
= (wat+v—y)+ (wet+v—y)+-+ (uxa+v—yp)
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Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, Yx), k =1, ..., n sollen durch eine Gerade
y = f(x) = up + u1x

approximiert werden.

Nach der GauBschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate sind die Para-
meter ug, u; so zu wihlen, dass |Au — b|2 minimal wird, wobei

1 xq %1

A= : . 5 U:(uo>, b=
: : u

Die Lésung u kann liber die Normalengleichungen oder durch Nullsetzen
der Ableitungen ermittelt werden.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme 35/ 64



Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell
Datenpunkte Py = (xk, k), k =1, ..., n sollen durch eine Parabel
2

y = f(X) = U —+ U1X+ us X

approximiert werden.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme 35/ 64



Utizares Ausgaeiszd en
Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, k), k =1, ..., n sollen durch eine Parabel
y = f(X) = U —+ U1X+ U2X2

approximiert werden.

Nach der GauBschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate sind die Para-
meter ug, u1, Uy so zu wihlen, dass |Au — b|> minimal wird, wobei

2
I x1 X ug Y1
A= + © , u=| wuwn |, b= '
1 x, xs uz Yn

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme 35/ 64



Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell
Datenpunkte Py = (xk, k), k =1, ..., n sollen durch eine Parabel
y = f(X) = U + x4+ U2X2

approximiert werden.

Nach der GauBschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate sind die Para-
meter ug, u1, Uy so zu wihlen, dass |Au — b|> minimal wird, wobei

2
1 x X1 g 1
A= + |, u= w |, b=] :
1 x, x,% u2 Yn

Die Lésung u kann liber die Normalengleichungen oder durch Nullsetzen
der Ableitungen ermittelt werden.
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Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, yx), k =1, ..., n sollen durch eine
Logarithmusfunktion

y = f(x) = uo + u1 In(x)

approximiert werden.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme 35/ 64



Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, yx), k =1, ..., n sollen durch eine
Logarithmusfunktion

y = f(x) = uo + u1 In(x)

approximiert werden.
Nach der GauBschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate sind die Para-
meter ug, u; so zu wihlen, dass |Au — b|2 minimal wird, wobei

1 Inxg 1

A=| ,uz(“"), b=
Lo "

1 Inx, Yn
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Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, yx), k =1, ..., n sollen durch eine
Logarithmusfunktion

y = f(x) = up + u1 In(x)

approximiert werden.
Nach der GauBschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate sind die Para-
meter ug, u; so zu wihlen, dass |Au — b|2 minimal wird, wobei

1 In X1 Y1

A=| ,uz(“"), b=
Lo "

1 Inx, Yn

Die Lésung u kann liber die Normalengleichungen oder durch Nullsetzen
der Ableitungen ermittelt werden.
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Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, k), k =1, ..., n sollen durch eine Funktion
y=1f(x)= Z ufe(x)
=1

approximiert werden.
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Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, k), k =1, ..., n sollen durch eine Funktion
y=1f(x)= Z ufe(x)
=1

approximiert werden.
Nach der GauBschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate sind die Para-

meter uy so zu wiahlen, dass |Au — b|? minimal wird, wobei

ﬂ(Xl) . fm(Xl) u n
A= : : : :
alxn) .. fm(xn) Um Yn
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Kleinste Fehlerquadrate Lineares Ausgleichsproblem

Verallgemeinerung fiir lineares Modell

Datenpunkte Py = (xk, k), k =1, ..., n sollen durch eine Funktion

m

y=f(x) = ufi(x)

(=1

approximiert werden.
Nach der GauBschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate sind die Para-

meter uy so zu wihlen, dass |Au — b2 minimal wird, wobei

filx1) ... fm(x1) uy n
A= : : : :
f(xn) ... fm(xn) U Yn

Die Lésung u kann liber die Normalengleichungen oder durch Nullsetzen
der Ableitungen ermittelt werden.
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Kleinste Fehlerquadrate

Linearisierung

Datenpunkte Py = (xk, yx), k = 1, ..., n sollen durch eine
Exponentialfunktion

y = f(x) = cexp(yx)
approximiert werden.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Linearisierung

Datenpunkte Py = (xk, yx), k = 1, ..., n sollen durch eine
Exponentialfunktion

y = f(x) = cexp(yx)
approximiert werden.
Durch Logarithmieren erhalt man

Iny = In(cexp(yx))
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Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Linearisierung

Datenpunkte Py = (xk, yx), k = 1, ..., n sollen durch eine
Exponentialfunktion

y = f(x) = cexp(yx)
approximiert werden.
Durch Logarithmieren erhalt man

Iny = In(cexp(yx)) = In ¢ + In(exp(yx))
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Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Linearisierung

Datenpunkte Py = (xk, yx), k = 1, ..., n sollen durch eine
Exponentialfunktion

y = f(x) = cexp(yx)
approximiert werden.
Durch Logarithmieren erhalt man

Iny = In(cexp(yx)) = Inc + In(exp(yx)) = Inc + yx
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Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Linearisierung

Datenpunkte Py = (xk, yx), k = 1, ..., n sollen durch eine
Exponentialfunktion

y = f(x) = cexp(yx)
approximiert werden.
Durch Logarithmieren erhalt man

Iny = In(cexp(yx)) = Inc + In(exp(yx)) = Inc + yx = & + yx
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Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Linearisierung

Datenpunkte Py = (xk, yx), k = 1, ..., n sollen durch eine
Exponentialfunktion

y = f(x) = cexp(yx)
approximiert werden.
Durch Logarithmieren erhalt man

Iny = In(cexp(yx)) = Inc + In(exp(yx)) = Inc + yx = & + yx

Dies entspricht einer Ausgleichsgeraden durch die Punkte
P = (xk,Inyk), k=1,...,n.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme 36 / 64



Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Linearisierung

Datenpunkte Py = (xk, yx), k = 1, ..., n sollen durch eine
Exponentialfunktion

y = f(x) = cexp(yx)

approximiert werden.
Durch Logarithmieren erhalt man

Iny = In(cexp(yx)) = Inc + In(exp(yx)) = Inc + yx = & + yx
Dies entspricht einer Ausgleichsgeraden durch die Punkte
P = (xk,Inyk), k=1,...,n.

Durch die Linearisierung wird ein anderer Fehler als bei der urspriinglichen
Funktion minimiert.
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Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Beispiel: Exponentialfunktion, absolut gestérte Werte

450

O

Funktion

Punkte

linearer Ausgleich
Ausgleich
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Kleinste Fehlerquadrate Linearisierung

Beispiel: Exponentialfunktion, relativ gestorte Werte

500 n
Funktion
O Punkte
450 | S linearer Ausgleich
Ausgleich
400
[o)ne]
350 50
o (e}
300+ ©
o S o o
o o
o
250+ @] o
o o
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Aufigtie i
Aufgabe 1

Die Koeffizienten u und v der Funktion

y(x) = ux® v

sollen aus den folgenden Messdaten ndherungsweise bestimmt werden:

X 21 3| 4
y(x) | 3]13]27

@ Formulieren Sie das entsprechende Ausgleichsproblem.
@ Stellen Sie die Normalengleichungen auf.

@ Ldsen Sie das Ausgleichsproblem.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

@ Das Ausgleichsproblem ergibt sich durch einzelnes Einsetzen der
Datenpunkte in die Gleichung (jeder Datenpunkt erzeugt eine
Gleichung)

pa)=uwi+v = 3=u-2+v=>u-4+v-1=3
P(X2)=UX22+V = 13=u-3°4+v=u-94+v-1=13
plxa)=uxt+v = 21T=u-4*+v=>u-16+v-1=27

und anschlieBendes Minimieren der Norm des Differenzvektors

4 3

1
9 1 (5)- 13 || = min
16 1 27
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

@ Die Normalengleichungen haben die Form A'Aw = A'b, also

(2 3)(0)-(%)

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Ausgleichsprobleme 41 / 64



Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

@ Die Normalengleichungen haben die Form A'Aw = A'b, also

(2 3)(0)-(%)
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

@ Die Normalengleichungen haben die Form A'Aw = A'b, also
353 29 u'\ [ 561
29 3 v )\ 43

@ Zieht man das 29-fache der zweiten Gleichung vom dreifachen der
ersten ab, ergibt sich

(% 3)(2)=(%)
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

@ Die Normalengleichungen haben die Form A'Aw = A'b, also
353 20\ [ u\ [ 561
29 3 v ) 43

@ Zieht man das 29-fache der zweiten Gleichung vom dreifachen der
ersten ab, ergibt sich

218 0 u\ [ 436
29 3 v )\ 43
also u = 2 und durch Einsetzen in die zweite Gleichung erhalt man

v=(43-2-29)/3 =—5.
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Aufigiie 2
Aufgabe 2

Die zeitliche Anderung der Strahlungsintensitit S bei einem radioaktivem
Zerfall kann durch

In2
S=mp2 T & InS= Inmy —t ==
beschrieben werden. Schreiben Sie ein MATLAB-Programm function
[m0,T] = zerfall(S,t), das aus gemessenen Strahlungsintensitaten Sy
zu Zeiten t die Halbwertszeit T und die Anfangsmenge mg des

radioaktiven Materials bestimmt.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
Verwendet man neue Bezeichnungen: u=Inmg,v = —¥
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
Verwendet man neue Bezeichnungen: u=Inmg,v = —¥
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
In2

Verwendet man neue Bezeichnungen: u = Inmg,v = —=*hat das zu
I6sende Problem die Form

InS =u+vt,
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

Verwendet man neue Bezeichnungen: u=Inmg,v =

_In2
|6sende Problem die Form

T hat das zu

InS=u+vt,

es ist also eine Ausgleichsgerade zu finden.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
In2

Verwendet man neue Bezeichnungen: u = Inmg,v = —=*hat das zu
I6sende Problem die Form

InS=u+vt,

es ist also eine Ausgleichsgerade zu finden.
Das entsprechende Programm hat dann z.B. die folgende Gestalt:

function [m0,T] = zerfall(S,t)

% Matrix, rechte Seite des iiberbestimmten Gleichungssystems
A = [ones(size(t)),t]l; b = log(S);

% Normalengleichungen

AtA = A’x*A;
Atb = A’x*Db;
% Losung

uv = AtA\Atb;

% Umrechnung der Parameter
m0 = exp(uv(1));

T = -log(2)./uv(2);
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Aufgabe 3
Aufgabe 3

@ Erzeugen Sie 100 Datenpunkte (xk, yx) die auf einer Geraden liegen.

@ Storen Sie die y-Werte und berechnen Sie dann die Ausgleichsgerade.
» linspace(a,b,100)’ erzeugt einen Vektor mit 100 Werten die das

Intervall (a, b) linear unterteilen.

0.2*rand (100,1)~.1 liefert 100 zuféllige Werte im Bereich (—.1,.1).

ones (100, 1) liefert einen Vektor mit lauter Einsen.

Matrizen kénnen aus Vektoren zusammengesetzt werden.

A’ liefert die zu A transponierte Matrix.

v vy VvYy

@ Wandeln Sie das Programm so ab, dass die Punkte auf einer Parabel
liegen und eine Ausgleichsparabel bestimmt wird.
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Aufgabe 3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

% Parameter
a=0;b=10;n=100;u_ein=1;v_ein=0;

% Originalwerte

x=linspace(a,b,n)’;

y=u_ein*x+v_ein;

%Stoerung

s=.4xrand(100,1)-.2;

ys=y+s;

% Ausgleichsproblem

A=[x,ones(100,1)];

w=(A’*A)\ (A’ *ys) ;

% Ausgabe

clf;hold on
plot(x,y,’-g’,’linewidth’,2);
plot(x,ys,’ok’);
plot(x,w(1)*x+w(2),’-b’,’linewidth’,2);
legend(’Gerade’, ’Punkte’, ’Approximation’,-1);
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Losungsvorschlag zu 3

% Parameter

a=-1;b=3;n=100;u0=-1;ul=-2;u2=1;

% Originalwerte

x=linspace(a,b,n)’;

y=u2*x. 2+ul*x+ul;

%Stoerung

s=.4xrand(100,1)-.2;

ys=y+s;

% Ausgleichsproblem

A=[x."2,x,0nes(100,1)];

w=(A’*A)\ (A’ *ys) ;

% Ausgabe

clf;hold on

plot(x,y,’-g’,’linewidth’,2);

plot(x,ys,’ok’);

plot(x,w(1)*x. 2+w(2)*x+w(3),’-b’,’linewidth’,2);
legend(’Parabel’, ’Punkte’,’Approximation’,-1);
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Nullstellen nichtlinearer Funktionen

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2



Einfiihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
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Einfiihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
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Einfiihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
e Quadratische Gleichung: ax?> + bx + ¢ =0
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Einflihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
e Quadratische Gleichung: ax?> + bx + ¢ =0
—b+ Vb? —4ac

2a

— Loésung mit Mitternachtsformel: x; » =
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Einflihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
e Quadratische Gleichung: ax?> + bx + ¢ =0

—b++Vb?% —4ac

2a

— Loésung mit Mitternachtsformel: x; » =

@ Kubische und Quartische Gleichungen
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Einflihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
e Quadratische Gleichung: ax?> + bx + ¢ =0
—b+ Vb? —4ac

2a

— Loésung mit Mitternachtsformel: x; » =

@ Kubische und Quartische Gleichungen
— Losung mit Cardanoschen Formeln
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Einflihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
Quadratische Gleichung: ax?> + bx + ¢ =0
—b+ Vb? —4ac

2a

— Loésung mit Mitternachtsformel: x; » =

@ Kubische und Quartische Gleichungen
— Losung mit Cardanoschen Formeln

Gleichung hoherer Ordnung:
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Einflihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
Quadratische Gleichung: ax?> + bx + ¢ =0
—b+ Vb? —4ac

2a

— Loésung mit Mitternachtsformel: x; » =
@ Kubische und Quartische Gleichungen
— Losung mit Cardanoschen Formeln

Gleichung hoherer Ordnung:
keine allgemeine Losungsformel
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Einflihrung

@ Lineare Gleichung: ax = b oder ax — b =0
— Losung: x = b/a.
Quadratische Gleichung: ax?> + bx + ¢ =0
—b+ Vb? —4ac

2a

— Loésung mit Mitternachtsformel: x; » =

@ Kubische und Quartische Gleichungen
— L6sung mit Cardanoschen Formeln

Gleichung hoherer Ordnung:
keine allgemeine Losungsformel
— numerische Losung mit lterationsverfahren
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Eine stetige Funktion f, die an a und b unterschiedliche Vorzeichen hat, hat
im Intervall (a, b) (mindestens) eine Nullstelle.

Y

\
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Eine stetige Funktion f, die an a und b unterschiedliche Vorzeichen hat, hat
im Intervall (a, b) (mindestens) eine Nullstelle.

Y

e
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Eine stetige Funktion f, die an a und b unterschiedliche Vorzeichen hat, hat
im Intervall (a, b) (mindestens) eine Nullstelle.

Y

f
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Wird das Intervall am Mittelpunkt ¢ = (a+ b)/2 aufgeteilt, so liegt in einem
der Teilintervalle eine Nullstelle.

Y

f
3 /\ b
a \/ c:%rb 3 '
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Welches Teilintervall zu wéahlen ist kann durch den Wert f(c) entschieden

werden.

Y

f
3 /\ b
a \/ c:%rb 3 '
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Welches Teilintervall zu wéahlen ist kann durch den Wert f(c) entschieden
werden.
Ist f(a)f(c) < 0 so liegt eine Nullstelle in (a, ¢)
Ist f(b)f(c) < 0 so liegt eine Nullstelle in (c, b)
Y
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Welches Teilintervall zu wéahlen ist kann durch den Wert f(c) entschieden
werden.
Ist f(a)f(c) < 0 so liegt eine Nullstelle in (a, ¢)
Ist f(b)f(c) < 0 so liegt eine Nullstelle in (c, b)
Y

\\/ |
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Das neu gewonnen Intervall kann nun weiter unterteilt werden.
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Das neu gewonnen Intervall kann nun weiter unterteilt werden.
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

Das neu gewonnen Intervall kann nun weiter unterteilt werden.
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Bisektionsverfahren

Bisektionsverfahren

In jedem Schritt wird die Intervalllinge halbiert.
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Bisektionsverfahren
In jedem Schritt wird die Intervalllinge halbiert.

Um die Naherung an die Nullstelle um eine Dezimalstelle genauer zu erhalten
miissen also log,(10) ~ 3.32 Schritte durchgefiihrt werden.
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Newtonverfahren

Falls f differenzierbar ist, kann statt einer starren Intervallhalbierung der

Schnittpunkt der die Tangente im aktuellen Punkt mit der x-Achse verwen-
det werden
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Newtonverfahren

Falls f differenzierbar ist, kann statt einer starren Intervallhalbierung der

Schnittpunkt der die Tangente im aktuellen Punkt mit der x-Achse verwen-
det werden

Y

= T

\
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

Startwert a und Funktionswert f(a)

)

N
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

Tangente in (a, f(a))

Y

\/\f
>
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

Schnittpunkt b der Tangente mit der x-Achse

K
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

Schnittpunkt b der Tangente mit der x-Achse

N
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Newtonverfahren

Funktionswert f(b)

Newtonverfahren

M. BoBle (Uni Stuttgart)

A
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

Tangente in (b, (b))

Y

L
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

Schnittpunkt ¢ der Tangente mit der x-Achse

f
b/\
_p_ )
c=b- 7
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

Sehr schnelle Konvergenz gegen eine Nullstelle.

f
\\_/é @
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Newtonverfahren

Konvergenz des Newtonverfahren
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

f(s) = )+ Fla)(s—x)+r, r= %f”(t)(s )
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

0=f(s) = flx)+F(x)(s—x)+r, r—= %f”(t)(s — )
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

0 )+ ) s =) £, r= %f”(t)(s — )
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

o)+ FOa)(s — )+ 7, 1= —F(£)(s — x)?

0 2
— f(Xg) = f’(Xg)(S — Xg) +r
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

o)+ FOa)(s — )+ 7, 1= —F(£)(s — x)?

0 2
— f(Xg) = f’(Xg)(S — Xg) +r

Eingesetzt in die Iterationsvorschrift

xep1 = x¢o— f(xe)/f'(x)
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

0 )+ ) s =) £, r= %f”(t)(s — )
— f(Xg) = f’(Xg)(S — Xg) +r

Eingesetzt in die Iterationsvorschrift

Xp41 = Xp— f(Xg)/f/(Xg) =Xy + fl(Xg)(S — Xg)/f/(Xg) + r/f/(Xg)

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Nullstellen 51 / 64



Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;
0 = )+ Pl —x) b =P - x)?
—f(xe) = f'(x)(s—x0)+r
Eingesetzt in die Iterationsvorschrift
X1 = xo— F(x0)/F'(xe) = xe + F'(x0) (s — x0) /' (x¢) + r/F'(xe)

f‘// 5
= XZ+(S_X£)+2f’—(X2)(s_XZ)
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

0 )+ ) s =) £, r= %f”(t)(s — )
— f(Xg) = f’(Xg)(S — Xg) +r

Eingesetzt in die Iterationsvorschrift

Xp41 = Xp— f(Xg)/f/(Xg) =Xy + fl(Xg)(S — Xg)/f/(Xg) + r/f/(Xg)
(1) MO

= x@+(s—x£)+2f,—(xg)(s—xe)2 =5+ 27(x)
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Newtonverfahren Konvergenz

Konvergenz des Newtonverfahren

Ist s die Nullstelle von f, ergibt eine Taylor-Entwicklung um die Stelle x;

0 )+ ) s =) £, r= %f”(t)(s — )
—f(xe) = f'(x)(s—x0)+r

Eingesetzt in die Iterationsvorschrift

Xp41 = Xp— f(Xg)/f/(Xg) =Xy + fl(Xg)(S — Xg)/f/(Xg) + r/f/(Xg)

= i (5 ) 4 (s~ = 5+ (s —

folgt
|s = xp41| < cls — x|?

also Konvergenz der Ordnung 2.
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

e Ermittelt eine Nullstelle s einer differenzierbaren Funktion f: f(s) =0
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Newtonverfahren Konvergenz

Newtonverfahren

e Ermittelt eine Nullstelle s einer differenzierbaren Funktion f: f(s) =0
@ lterationsverfahren, beruhend auf der linearen Approximation von f
durch die Tangente in x;:

xer1 = x¢ — F(x0)/f'(x)
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Newtonverfahren Konvergenz

Newtonverfahren

e Ermittelt eine Nullstelle s einer differenzierbaren Funktion f: f(s) =0
@ lterationsverfahren, beruhend auf der linearen Approximation von f
durch die Tangente in x;:

xer1 = x¢ — F(x0)/f'(x)

@ ist f zweimal differenzierbar und L = max <1, so

x€[a,b]

f(x)f"(x)
(f'(x))?

konvergiert das Newton-Verfahren
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Newtonverfahren Konvergenz

Newtonverfahren

e Ermittelt eine Nullstelle s einer differenzierbaren Funktion f: f(s) =0

@ lterationsverfahren, beruhend auf der linearen Approximation von f

durch die Tangente in x;:

xer1 = x¢ — F(x0)/f'(x)

. . . . ()" (x
@ ist f zweimal differenzierbar und L = max % <1, so
xela,b] | (f'(x))
konvergiert das Newton-Verfahren
> |xep1 — xe| < Lixe — xp—1]
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Newtonverfahren Konvergenz

Newtonverfahren

e Ermittelt eine Nullstelle s einer differenzierbaren Funktion f: f(s) =0
@ lterationsverfahren, beruhend auf der linearen Approximation von f
durch die Tangente in x;:

xer1 = x¢ — F(x0)/f'(x)

f(x)f"
@ ist f zweimal differenzierbar und L = max L(;() <1, so
xela,b] | (f'(x))
konvergiert das Newton-Verfahren
> |xep1 — xe| < Lixe — xp—1]
LZ
> |xe—s| < T L|X1 — Xo| (a priori Fehlerabschitzung)
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Newtonverfahren Konvergenz

Newtonverfahren

e Ermittelt eine Nullstelle s einer differenzierbaren Funktion f: f(s) =0

@ lterationsverfahren, beruhend auf der linearen Approximation von f
durch die Tangente in x;:

xer1 = x¢ — F(x0)/f'(x)

@ ist f zweimal differenzierbar und L = max

<1, so
x€[a,b]

" (x)
(P02

konvergiert das Newton-Verfahren
> |xep1 — x| < £L|Xe — Xg—1]

> x —s| <

T |x1 — Xo| (a priori Fehlerabschitzung)

1
> |xe—s| < 1 L|Xg+1 — X (a posteriori Fehlerabschatzung)
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Newtonverfahren Konvergenz

Newtonverfahren
e Ermittelt eine Nullstelle s einer differenzierbaren Funktion f: f(s) =0
@ lterationsverfahren, beruhend auf der linearen Approximation von f

durch die Tangente in x;:

xer1 = x¢ — F(x0)/f'(x)

@ ist f zweimal differenzierbar und L = max
x€[a,b]

f(
(f(x))?
konvergiert das Newton-Verfahren
> |xep1 — x| < £L|Xe — Xg—1]

L
<79 L|x1 — Xo| (a priori Fehlerabschitzung)
gl )
o konvergiert bei einfachen Nullstellen (f'(s) # 0) lokal quadratisch:

> |Xg*5|<

[xe41 — Xel (a posteriori Fehlerabschatzung)

xer1 — s| < c|xg — sf?

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Nullstellen 52 / 64



Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen

@ Die Babylonier haben mit der Iteration

xep1 = (xe +a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
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Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe+1 = (x¢ + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

Xe1 = x¢ — (X7 — a)/(2x)
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Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe+1 = (x¢ + a/x0)/2
Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift
2Xe2 — XZZ + a

xer1=x— (¢ — a)/(2x) = ™
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Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe+1 = (x¢ + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2xe2—xzz+a:x£2+a

xer1=x— (¢ — a)/(2x) = ™ ™
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Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe+1 = (x¢ + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x52—xzz+a _ xzz—i—a :Xg—l—a/Xg
2xy 2xy 2

Xe+1 = Xp — (Xe2 —a)/(2x) =
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Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe+1 = (x¢ + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x52—xzz+a _ xzz—i—a :Xg—l—a/Xg
2xy 2xy 2

Xe+1 = Xp — (Xe2 —a)/(2x) =

o Mit a =2, x9 = 1 ergeben sich die Ndherungen
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Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe+1 = (x¢ + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x52—xzz+a _ xzz—i—a :Xg—l—a/Xg
2xy 2xy 2

Xe+1 = Xp — (Xe2 —a)/(2x) =

o Mit a =2, x9 = 1 ergeben sich die Ndherungen
X1 = l.5
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Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe+1 = (x¢ + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x52—xzz+a _ x£2+a :Xg—l—a/Xg
2xy 2xy 2

Xe+1 = Xp — (Xe2 —a)/(2x) =

o Mit a =2, x9 = 1 ergeben sich die Ndherungen
X1 = l.5
x2 = 1.416666666666666666666666666666666666667

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Nullstellen 53 / 64



Newtonverfahren Babylonisches Wurzelziehen

Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe41 = (xe + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x52—xzz+a _ x£2+a :Xg—l-a/Xg
2xy 2xy 2

Xo+1 = Xp — (Xe2 —a)/(2x) =

o Mit a =2,x9p = 1 ergeben sich die Naherungen
X1 = l.5
x2 = 1.416666666666666666666666666666666666667
x3 = 1.414215686274509803921568627450980392157
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Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe41 = (xe + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x52—xzz+a _ x£2+a :Xg—l-a/Xg
2xy 2xy 2

Xo+1 = Xp — (Xe2 —a)/(2x) =

o Mit a =2,x9p = 1 ergeben sich die Naherungen
X1 = l.5
x2 = 1.416666666666666666666666666666666666667
x3 = 1.414215686274509803921568627450980392157
xg = 1.414213562374689910626295578890134910117
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Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe41 = (xe + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x€2—xzz+a _ x£2+a :Xg—l-a/Xg
2xy 2xy 2

Xo+1 = Xp — (Xe2 —a)/(2x) =

o Mit a =2,x9p = 1 ergeben sich die Naherungen
X1 = l.5
x» = 1.416666666666666666666666666666666666667
x3 = 1.414215686274509803921568627450980392157
xg = 1.414213562374689910626295578890134910117
x5 = 1.414213562373095048801689623502530243615
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Babylonisches Wurzelziehen
@ Die Babylonier haben mit der Iteration
xe41 = (xe + a/x0)/2

Wurzeln einer positiven Zahl a berechnet.
@ Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
f(x) = x? — a liefert die Iterationsvorschrift

2x£2—xzz+a _ x£2+a :Xg—l-a/Xg
2xy 2xy 2

Xo+1 = Xp — (Xz2 —a)/(2x) =

o Mit a =2,x9p = 1 ergeben sich die Naherungen
X1 = l.5
x» = 1.416666666666666666666666666666666666667
x3 = 1.414215686274509803921568627450980392157
xg = 1.414213562374689910626295578890134910117
x5 = 1.414213562373095048801689623502530243615
x = 1.414213562373095048801688724209698078570
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

@ Nachteile
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

@ Nachteile
» f muss differenzierbar sein
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Newtonverfahren

Newtonverfahren

@ Nachteile

> f muss differenzierbar sein
» Startwert muss gut genug gewahlt werden
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Newtonverfahren Zusammenfassung

Newtonverfahren

@ Nachteile

> f muss differenzierbar sein
» Startwert muss gut genug gewahlt werden
> pro lterationsschritt muss f und f’ ausgewertet werden
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Newtonverfahren Zusammenfassung

Newtonverfahren

@ Nachteile

> f muss differenzierbar sein
» Startwert muss gut genug gewahlt werden
> pro lterationsschritt muss f und f’ ausgewertet werden

@ Vorteile
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Newtonverfahren Zusammenfassung

Newtonverfahren

@ Nachteile

> f muss differenzierbar sein
» Startwert muss gut genug gewahlt werden
> pro lterationsschritt muss f und f’ ausgewertet werden

o Vorteile
» quadratische Konvergenz
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Newtonverfahren Zusammenfassung

Newtonverfahren

@ Nachteile

> f muss differenzierbar sein

» Startwert muss gut genug gewahlt werden

> pro lterationsschritt muss f und f’ ausgewertet werden
o Vorteile

» quadratische Konvergenz

» auch mehrdimensional verwendbar
Anstelle von f’ wird dann die Jacobi-Matrix verwendet und das
Gleichungssystem Jr(x;)d = —f(x;) gelost.
Der neue Wert ist dann x;11 = x; + 6
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des

Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms
f(x) = x3 — 16x zu finden.
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des

Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms
f(x) = x3 — 16x zu finden.

Fiir f(x) = x3 — 16x ist f/(x) = 3x?> — 16 und damit die Iteration des
Newton-Verfahrens

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Nullstellen 55 / 64



Newtonverfahren Beispiel

Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des

Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms

f(x) = x3 — 16x zu finden.

Fiir f(x) = x3 — 16x ist f/(x) = 3x?> — 16 und damit die Iteration des
Newton-Verfahrens

Xn+1
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des

Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms
f(x) = x3 — 16x zu finden.

Fiir f(x) = x3 — 16x ist f/(x) = 3x?> — 16 und damit die Iteration des
Newton-Verfahrens

x3 — 16x,

Xntl =X T 30 16
n
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des

Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms
f(x) = x3 — 16x zu finden.

Fiir f(x) = x3 — 16x ist f/(x) = 3x?> — 16 und damit die Iteration des
Newton-Verfahrens

N _X_x,3,—16xn_3x,3,—16xn—x§+16xn
LT T 2 16 3x2— 16
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des
Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms

f(x) = x3 — 16x zu finden.

Fiir f(x) = x3 — 16x ist f/(x) = 3x?> — 16 und damit die Iteration des
Newton-Verfahrens

x3 —16x, 3x5 — 16x, — x3 + 16x, 2x3
Xn+1 = Xn — =

3x2-16 3x2— 16 T 3x2-16
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Bz
Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des
Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms

f(x) = x3 — 16x zu finden.

Fiir f(x) = x3 — 16x ist f/(x) = 3x?> — 16 und damit die lteration des
Newton-Verfahrens

X3 —16x,  3xp — 16x, — xg +16x,  2x3

3x2 —-16 3x2 — 16 ~ 3x2-16

Xn+1 = Xp —

Ist der Ausgangswert rational, x, = p/q, so kann der neue Wert auch in der

Form 3, 3
2P
n+1 3P2/q2 — 16

geschrieben werden.
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Bz
Beispiel

Ausgehend von den Startwerten 1,2 und 3 werden jeweils drei Schritte des
Newton-Verfahrens durchgefiihrt, um eine Nullstelle des Polynoms

f(x) = x3 — 16x zu finden.

Fiir f(x) = x3 — 16x ist f/(x) = 3x?> — 16 und damit die lteration des
Newton-Verfahrens

X3 —16x,  3xp — 16x, — xg +16x,  2x3

3x2 —-16 3x2 — 16 ~ 3x2-16

Xn+1 = Xp —

Ist der Ausgangswert rational, x, = p/q, so kann der neue Wert auch in der
Form
2p%/q? 2p*

T 302/q2 — 16 (3p% — 166%)q

geschrieben werden.
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Beispiel

Iteration:
2p3

Xn+1:m, xXn = p/q
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Beispiel

Iteration:
2p3

Xn+1:m, xXn = p/q

Fiir xp = 1:
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Beispiel

Iteration:
= 2P
n-l—l— (3p2_16q2)q5 n—p q
Fiir xp = 1:
213
= — =-2/13~ -1
& 3.12_ 16 /13 >
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Beispiel

Iteration:
n-|—1 - (3p2 o 16q2)q Y n — p q
Fiir xp = 1:
2.13
= —— -  —_2/13~-.1
& 3.12_ 16 /13 >
2. (=2)3
X2 (=2) = 4/8749 =~ 4.6-107*,

3.(—2)2-13-16-133
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel
Iteration:
n+1 - (3p2 o 16q2)q 9 n — p q
Fiir xo = 1:
2.13
= 2/13~-.1
Xl 3.12- 16 /13 >
2-(-2)° 4
= = 4/8749 ~ 4.6 -1

° = 3T o613 WEA9NA6-107,
x3 = ---= —4/334846093751 ~ —1.2-107!.
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Beispiel

Iteration:
2p3

Xn+1:m, xXn = p/q

Fiir xo = 2:
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Beispiel

Iteration: 03
_ P _
Xn+1 = (3p2 — 16q2)q y  Xn p/q
Fiir xo = 2: ( )3
2-(2
= = —4.
T 32216
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel
Iteration: 03
_ P _
Xn+1 = (3p2 — 16q2)q ) Xn p/q
Fiir xg = 2: ,
2-(2)
=0 =—4.
T 32216

Da f(—4) = 0 gilt, ist die Nullstelle gefunden und daher x, = x3 = —4.
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Newtonverfahren Beispiel

Beispiel
Iteration: 0o
_ P _
Xn+1 = (3p2 — 16q2)q ) Xn p/q
Fiir xg = 2: ,
2-(2)
=0 =—4.
T 32216

Da f(—4) = 0 gilt, ist die Nullstelle gefunden und daher x, = x3 = —4.
Obwohl das Polynom auch Nullstellen bei 0 und 4 hat, wird mit dem Start-
wert 2 die Nullstelle bei —4 erreicht.
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Beispiel

Iteration:
2p3

Xn+1:m, xXn = p/q

Fiir xg = 3:
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Beispiel

Iteration: 03
_ P _
Xn+1 = (3p2 — 16q2)q y  Xn p/q
Fiir xg = 3:
2.33
= ————— =54/11 ~ 4.
X1 33216 54/ 909,
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Beispiel

Iteration: s
Xnt1 = L, xXn = p/q
(3p? — 16¢%)q
Fiir xg = 3:
2.33
= ———— =54/11 =~ 4.
X1 337 16 54/ 909,
xy = ..=78732/18733 ~ 4.20,
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Beispiel

Iteration: s
Xp41 = L, Xn = p/q
(3p? — 16¢%)q
Fiir xg = 3:
2.33
= ———— =54/11 =~ 4.

X1 337 16 54/ 909,

xy = ..=78732/18733 ~ 4.20,

x3 = ---~40l.
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Bz
Beispiel

[teration:
2p3

Xn+1:m, Xn:P/q

=1 — x~-015 - x~46-100% — x3~—-1.19.10711
Xo:2 — X1:—4 — X2:—4 — X3:—4
Xp — 3 — X1 =~ 491 — Xo = 4.20 — X3 = 4.01
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Aufgabe 1

Es soll der Wert des goldenen Schnittes (1 4 /5)/2 mit Hilfe des
Newton-Verfahrens angendhert werden.

@ Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

@ Geben Sie fiir dieses Polynom die Iterationsvorschrift des
Newton-Verfahrens an.

o Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

@ Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert
xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen
Schnitt mit einem Fehler kleiner 10~° anzugeben.

@ Implementieren Sie das Verfahren in Matlab.

@ Lagern Sie die Berechnung des Funktionswerts und des Wertes der
Ableitung in Unterfunktionen aus, die Sie mit feval auswerten.

M. BoBle (Uni Stuttgart) Numerik2 Nullstellen 57 / 64



Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x = (1+V5)/2
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=5
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.
x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x° —4x—4=0
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.
x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x°2 4x—4=0x—x—-1=0
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x°2 4x—4=0x—x—-1=0

Geben Sie fiir dieses Polynom die Iterationsvorschrift des
Newton-Verfahrens an.
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x°2 4x—4=0x—x—-1=0

Geben Sie fiir dieses Polynom die Iterationsvorschrift des
Newton-Verfahrens an.
f(x)=x>-x—-1
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x°2 4x—4=0x—x—-1=0

Geben Sie fiir dieses Polynom die Iterationsvorschrift des
Newton-Verfahrens an.

fx)=x2—x—1= f(x)=2x—1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x® —4x—4=0x>-x-1=0
Geben Sie fiir dieses Polynom die Iterationsvorschrift des

Newton-Verfahrens an.
fx)=x2—x—1= f(x)=2x—1

)
f'(xn)

Xpn4+1 = Xp —
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x® —4x—4=0x>-x-1=0
Geben Sie fiir dieses Polynom die Iterationsvorschrift des

Newton-Verfahrens an.
fx)=x2—x—1= f(x)=2x—1

f(xn) _x,%—xn—l

Xn+1:Xn_m—Xn 257 — 1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(1)

Geben Sie ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten an, das den
goldenen Schnitt als Nullstelle hat.

x=(1+V5)2e2x-1=vV5=4x>—4x+1=5

S4x® —4x—4=0x>-x-1=0
Geben Sie fiir dieses Polynom die Iterationsvorschrift des

Newton-Verfahrens an.
fx)=x2—x—1= f(x)=2x—1

f(xn) B _x,%—xn—l_ x2 41

XL T TG T T T 2 — 1 2% 1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

f(x)=x>—x—1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—-1=f(x)=2x-1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
FO)F"(x)
(/(x))*
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2

F(x)f"(x)  2x* —2x—2
(F'(x))?  4x>—4x+1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
F)f"(x)  2x*—2x—2 1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2—4x+1)
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2

F(x)f"(x)  2x* —2x—2

1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2 —4x+1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2

F(x)f"(x)  2x* —2x—2

1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2 —4x+1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.

x=3/2:
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
F)f"(x)  2x*—2x—2 1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2—4x+1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.

x=3/2: f(x)=-1/4, f'(x) =2
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
F)f"(x)  2x*—2x—2 1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2—4x+1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.

x=3/2: f(x)=-1/4, f(x)=2—L,=|-1/8] <1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
F)f"(x)  2x*—2x—2 1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2—4x+1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.

x=3/2: f(x)=-1/4, f(x)=2—L,=|-1/8] <1
x=2:
M. BoBle (Uni Stuttgart)

Numerik2 Nullstellen 59 / 64



Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
F)f"(x)  2x*—2x—2 1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2—4x+1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.

x=3/2: f(x)=-1/4, f(x)=2—L,=|-1/8] <1

x=2: f(x)=1, f'(x)=3
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.

fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2
F)f"(x)  2x*—2x—2 1 5
(F1(x))?  4x2—4x+1 2 2(4x2—4x+1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.

x=3/2: f(x)=-1/4, f(x)=2—L,=|-1/8] <1

x=2: f(x)=1, fi(x)=3—-L,=[2/9] <1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(2)

Uberpriifen Sie, ob das Verfahren fiir Startwerte im Intervall [3/2,2]
konvergiert.
fx)=x>—x—1=f(x)=2x—1= f"(x) =2

F(x)f"(x) 2x2—-2x-2 1 5

(F'(x))?  4x>—4x+1 2 2(4x%2 — 4x + 1)

Nenner ist im Intervall monoton (Parabel mit Scheitel bei 1/2), es geniigt
die Rander zu betrachten.

x=3/2: f(x)=-1/4, f'(x)=2—L,=|—-1/8/ <1

x=2: f(x)=1, f(x)=3—-L,=1]2/9] <1

Fixpunkt liegt im Intervall, Kontraktion liegt vor
(L =max{Ly,, Lo} =2/9 < 1) also konvergiert das Newton Verfahren.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

|xe — xi| < =
9 * 1— L

Ix1 — X0
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

|xe — xi| < =
9 * 1— L

Ix1 — X0

v — x§+1
1 o0 -1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

L
1-L

Ixe — x| < Ix1 — Xol

o L _9/4+1
1™ o0 -1 3-1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

L
1-L

Ixe — x| < Ix1 — Xol

o L _9/4+1
1™ o0 -1 3-1

=13/8
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

L
1-L

Ixe — x| < Ix1 — Xol

o L _9/4+1
1™ o0 -1 3-1

=13/8

L=2/9, |x—x|=13/8—3/2=1/8
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

L
1-L

Ixe — x| < Ix1 — Xol

o L _9/4+1
1™ o0 -1 3-1

=13/8

L=2/9, I —sol=13/8—3/2=1/8 = 2/

1_2/9-1/8<1E—9
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

|xe — xi| < =
9 * 1— L

Ix1 — xo

o L _9/4+1
1™ o0 -1 3-1

=13/8

L=2/9, I —sol=13/8—3/2=1/8 = 2/

1_2/9-1/8<1E—9

7-8

2/9)f « %
= (2/9)" < 51000000000
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(3)

Geben Sie an, wieviele lterationsschritte ausgehend vom Startwert

xo = 3/2 maximal durchgefiihrt werden miissen, um den goldenen Schnitt
mit einem Fehler kleiner 102 anzugeben.

14

|xe — xi| < =
9 * 1— L

Ix1 — xo

o L _9/4+1
1™ o0 -1 3-1

=13/8

(2/9)*
L=2/9, |x1—x|=13/8-3/2=1/8= 1_2/9-1/8<1E—9

7.8
2/0) « — ° o0
= (2/9)" < 51000000000
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(4)

Implementieren Sie das Verfahren in Matlab.
x(1)=3/2;
for k=1:13

x(k+1)=(x(k) . 2+1)/ (2*x(k)-1) ;
end
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Aufigtie i
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1(5)

Lagern Sie die Berechnung des Funktionswerts und des Wertes der
Ableitung in Unterfunktionen aus, die Sie mit feval auswerten.

function x=newtongoldenerschnitt(x,tol)
f_name=’gs’;

df_name=’diff_gs’;

Xa=2%Xx;

while (abs(x-xa) > tol)
f=feval (f_name,x);
df=feval (df _name,x) ;

Xa=x;
x=xa-df\f;

end

function f=gs(x) function df=diff_gs(x)

f=x."2-x-1; df = 2*x-1;
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Aufigiie 2
Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass durch die Newton-lteration fiir
f(x)=a—1/x

der Kehrwert einer positiven Zahl a ohne Division berechnet werden kann.
Fiihren Sie zwei Schritte des Verfahrens fiir a = 3 und xg = 1/2 aus.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
Kehrwert

1 1
flx)=0 & a—--=0 & x==

X a
Iteration

_ 1 iy L
f(x)=a ;und f(x)—x2

f
= Xpi1 = Xp — f'(();;)) =x,— (a— 1/x,,)x,% = xp(2 — axp)
Zwei Schritte fiir a = 3:
I 1
0 7 2
Xl = 1 2 — § — 1
2 2 4
1 3 5
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